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m Compléments d’algebre linéaire

Dans tous les exercices, on désigne par K le corps R ou le corps C.

=1l Révisions - Algebre linéaire

I.A - Révisions - Espaces vectoriels

Exercice 1: On considere F = {(x,y,2,1) eR* | x+y+t=y+2z+t=0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.
2. Déterminer une base de F.

Exercice 2: On considere F = {f e €' (R,R) | f'(0) = 0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de 4! (R, R).
2. Montrer que &1 (R,R) = F & Vect(exp).

Exercice 3: On considere F = {(un) eRV|ITeN*, VneN, uyr = un}
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de RN,

Exercice 4 : Soit f :R% — R? définie par f: (x,),2) — (x+y+2,x—y— 2).
1. Montrer que f estlinéaire.
2. Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).

Exercice 5: Soit f:R,[X] — R 'application définie par f: P — P(0) + P(1).
1. Montrer que f estlinéaire.
2. Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).

Exercice 6 : Soient ay, ..., a;, € R deux a deux distincts. On définit
@ :Ryps1[X] = R*™2, P (P(ag), P'(ap),..., P(an), P'(an)).

Montrer que ¢ est bijective.

Exercice 7: Soit u € .Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimen-
sion finie. Pour tout p € N, on note I, = Im (u”) et N, = Ker (u”).

1. Montrer que (Ip)p>0 est décroissante tandis que (Np) >0 est croissante.
2. Montrer qu'il existe s € N tel que I = I et Ngy1 = Ns.

3. Soit r le plus petit des entiers s considérés ci-dessus. Montrer que pour tout
entier s >r,ona Iy =1, et Ng= N;,.

4. Montrer que I, et N, sont supplémentaires dans E.

Exercice 8 : Déterminer les éléments a € R tels que la famille
Fa=(1,-1,0,2,-1,2),0,0,a)

est une base de R3.

Exercice 9: Montrer que la famille .7 = (X (X-1),X(X-2),(X-D(X- 2)) estune
base de R,[X]. Décomposer le polynéme 1 dans cette base.

Exercice 10 : Soit n € N. On définit P; = X*¥(1 - X)" % e R[(X] pour tout k € [0, n].
Montrer que la famille (Py, ..., P;) est une base de R, [X].

Exercice 11 : Soit f € .Z(E) un endomorphisme nilpotent d'un espace vecto-
riel E. On désigne par p € N* 'unique entier tel que f” =0et fP~! #0.

1. Soit x € E tel que fP~!(x) # 0. Montrer que (x, f(x),... fP~1(x)) est libre.

2. En déduire que si E est de dimension finie, alors f4m® =g,
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I.B - Révisions - Matrices

Exercice 12: On consideére les matrices de .#3(R) suivantes.

1 -1 1 0 1 1 1 2 3
A=|-1 1 -1] B=|1 O 1|, C=14 5 6].
1 -1 1 1 -1 -1 7 8 9

Répondre aux questions suivantes pour chacune des matrices ci-dessus.
1. Déterminer le noyau, 'image et le rang de la matrice.

2. La matrice est-elle inversible? Si oui, calculer son inverse.

Exercice 13: Soit n € N. Calculer la puissance n-ieme de la matrice

1 10
M=10 1 1|e.Z;R).
0 0 1

Exercice 14 : Soit a € R. Calculer le rang de la matrice suivante.

1 a a a
2 3
a a a 1
M, = € R).
“7la? a® 1 a M4 R)
@ 1 a a

. . . s . ;21
Exercice 15 - Transformée de Fourier discréte : Soient n € N* et w = e'n

définit la matrice A = (a,¢) € #,(C) par
Yk, e1,n]?  ape =%V,

1. Calculer la matrice AA.

2. En déduire que la matrice A est inversible et déterminer A~

. On

Exercice 16 : On dit qu'une matrice M € .#,,(R) est stochastique si elle est a co-

efficients positifs et vérifie
n
Vie [[l,n]], Z mi,j=1.
j=1

On note . I'ensemble des matrices stochastiques de ./, (R).
1. Montrer que . est stable par produit.
2. Déterminer les matrices A € GL,(R) tellesque Ae . et A1 € ..

Exercice 17 : Soient A € GL,(K) et N € .#,(IK) une matrice nilpotente.
1. Montrer que I,, + N est inversible.

2. Montrer que si A et N commutent, alors A+ N est inversible.

I.C - Révisions - Matrices d'un endomorphisme

Exercice 18: On considére I'application u : R3[X] — R3[X] définie par

VPeR3[X], u(P)=P+P'(X+1).

Montrer que u € .Z (R3[X]).

Déterminer la matrice M de u dans la base (1, X, X2, X3).
Calculer Ker(M —14). En déduire Ker(u — Id).

Calculer Im(M —14). En déduire Im(u —Id).

~ W

Exercice 19: On considére I'application f: .#>(R) — .#>(R) définie par

VMe #R), f(M)=AM avec A:(?l) i)

1. Montrer que f est un endomorphisme de .Z>(R).

2. Déterminer la matrice de f dans le base canonique de .Z5 (R).
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Exercice 20 : Soit u:R? — R? 'endomorphisme défini par
V(x,y) € R?,  u(x, V) =(x-2y,x+4y).

1. Déterminer la matrice de u dans la base canonique %.

2. Déterminer la matrice de u dans la base % = ((2,-1),(1,-1)).

3. En déduire la matrice de u" dans la base canonique pour n € Z.

Exercice 21 : Soit E un espace vectoriel muni d'une base % = (i, j, k).
Soit f € Z(E) 'endomorphisme dont la matrice dans la base % est

1 1 0
A=|-1 2 1|e.#R).
0 11

Onposeu=i+k,v=i+jetw=i+j+k.
1. Montrer que la famille &’ = (u, v, w) est une base de E.
2. Déterminer la matrice de f dans %'
3. Calculer A" pour tout n € N.

Exercice 22 : Soit f € Z(R3) un endomorphisme non nul tel que 3+ f =0.
1. Montrer que R3 = Ker(f) @ Im(f).
2. Montrer qu'il existe une base % de RS telle que

0 0 0
Matgz(f)=|0 0 1}.
0 -1 0

Exercice 23 : Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et f € Z(E) véri-
fiant " =0 et f*~! # 0. Montrer qu’il existe une base % de E telle que

0 1 0
Maty(f) =

0) 0

I.D - Révisions - Projecteurs et symétries
Exercice 24 : On considére les sous-espaces vectoriels de R® définis par
F=Vect((1,0,0)) et G={(x,5,2)eR®|x+y+z=0}.

1. Montrer que R® = F& G.
2. Déterminer les projecteurs associés a cette somme directe.
3. Déterminer la symétrie par rapport a F parallelement a G.

Exercice 25 : Soit f € .Z(R,[X]) dont la matrice dans la base canonique est

-1 3 2
Maty(f)=|-2 4 2 |ests®.
2 -3 -1

Montrer que f est un projecteur et préciser ses caractéristiques.

Exercice 26 : Soit f € .Z(R,[X]) dont la matrice dans la base canonique est

3 -2 -2
Matgy(f) =12 -1 -2 € M3 R).
2 -2 -1

Montrer que f est une symétrie et préciser ses caractéristiques.

Exercice 27 : Soient (A, u) € 2 tel que A # pet f e Z(E) tels que
(f - Aldg) o (f — pldp) = 0,
1. Montrer que E = Ker(f — Aldg) @ Ker(f — uldg).

2. Exprimer avec f les projecteurs associés a la somme directe précédente.

Exercice 28 : Soient p, g € £ (E) deux projecteurs qui commutent.
1. Montrer que p o g est un projecteur de E.
2. Déterminer le noyau et 'image de po g.
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|G Déterminants

Exercice 29 : Pour (a, b, ¢) € C3, calculer sous forme factorisée le déterminant

S0 o 9
o T Q8 O
o Q9 T o
Q o o

Exercice 30 : Soit n € N*. Pour tout (sy,...,s;) € C", calculer le déterminant de la

matrice (Smin(i,j))lgi,jgn'

Exercice 31 : Pour tout € N*, calculer le déterminant de (|i - jl),; j<n:

Exercice 32 : Soit (a, b) € R%. Pour tout n € N*, on consideére le déterminant

a+b b 0
D,=| ¢
. . b
(0) a a+b[n]

1. Soit n € N*. Exprimer D;,.» en fonction de D, et D,,.

2. En déduire une expression D, pour tout n € N*.

Exercice 33 : Soit M € .4, (R) une matrice antisymétrique. Montrer que si n est
un entier impair, alors M n’est pas inversible.

Exercice 34 : Soit n € N*. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
I'élément (zy,...,z,) € C**! pour que la famille
F=(X+z0)",(X+2)" ..., X+2zp)")

soit une base de C,[X].

i I Il Matrice par blocs

Exercice 35: Soient n € N* et M € .#5,(K) une matrice par blocs sous la forme

On

M:(In

4 ) avec Ae #,K).
On

1. Montrer que la matrice M est inversible si et seulement si A est inversible.

2. Dans le cas ou M est inversible, exprimer M ~1 en fonction de A.

Exercice 36 : Soient n € N* et M € .#5,(K) une matrice par blocs sous la forme

Iy

=1

IA) avec Ae #,(K).

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que M soit
inversible.

2. Dans le cas o1 M est inversible, exprimer M~! en fonction de A.

Exercice 37 : Soient n € N* et M € .#>,(K) une matrice par blocs sous la forme

A -B

M:(B A

) avec (A, B) € 4, (K)>%.
Montrer que det(M) > 0.
Exercice 38 : Soient n € N* et M € .45, (K) une matrice par blocs sous la forme

M:(C D

A B ) avec (A,B,C,D) e . #,K)® x GL, (K).

Montrer que si A et C commutent, alors on a det(M) = det(AD — BC).
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LG CIAAl Sommes directes et sous-espaces stables

Exercice 39 : Soit u € .2 (R3) défini par u: (x,y,2) — (x+ y+ z,¥, X+ z). On consi-
dere les sous-espaces vectoriels de R? définis par

H={(x,y,2 eR®|x+y+2z=0} et D=Vect((1,0,1).

1. Montrer que R = H® D, puis que H et D sont stables par u.

2. Ecrire la matrice de u dans une base adaptée aR® = He D.

Exercice 40 : Soit n € N. On considere les ensembles
F={PeRy,[X]|P(-X)=P(X)} et G={PeRy,[X]|P(-X)=-P(X)}.
On considere également u € .Z (Ry,[X]) défini par u: P — X2"P (X 1).

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels stables par u.
2. Montrer que Ry, [X] =F & G.
3. Ecrire la matrice de u dans une base adaptée a Ry, [X] = F & G.

Exercice 41 : On considere les sous-espaces vectoriels de ¢’ (R, R) définis par

F={fe€ ' ®R)|f0)=f'(0)=0},
H={he%' R R) | hest constante}.

G={ge €' [R,R) | g est linéaire},

1. Montrer que €} (R,R)=Fe G® H.

2. Pour tout f € € (R,R), on définit T(f) : x — f(x?).
(a) Montrer que T': f — T(f) est une endomorphisme de ¢! (R, R).
(b) Les sous-espaces vectoriels F, G et H sont-ils stables par T'?

Exercice 42 : Déterminer les sous-espaces vectoriels de K[ X] stables par I'endo-
morphisme ¢ : P— P’

Exercice 43: Montrer qu'un endomorphisme f d'un espace vectoriel E commute
avec un projecteur p € Z(E) si et seulement si Im(p) et Ker(p) sont stables par f.

|1 iAYAl Trace d’'une matrice ou d’'un endomorphisme

Exercice 44 : Soient A, B € .#,(C) vérifiant AB — BA = A. Montrer que pour tout
entier p e N*, on a tr(A”) =0.

Exercice 45 : Déterminer les matrices M € .#,(R) telles que tr (MM ') =0.

Exercice 46 : Montrer que I'ensemble H = {M € .#,(K) | tr(M) = 0} est un hyper-
plan de I'espace vectoriel ./, (K).

Exercice 47 : Soit E le sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel €*°(R,R) en-
gendré par la famille .# = (cos, sin, ch, sh).

1. Déterminer la dimension de E.

2. Montrer que ¢ : f — f’ est un endomorphisme de E.
3. Ecrire la matrice de ¢ dans la base .% de E.
4

. Calculer le déterminant et la trace de ¢. Lendomorphisme ¢ est-il bijectif?

Exercice 48 : Soient a € R et n € N*. Pour tout k € [0, n], on considére 'applica-
tion fi € €°(R) définie par fi : x — x*e%*. On note E = Vect(fy, ..., fn).

1. Montrer que % = ({y,..., f») est une base de E.

2. Montrer que I'application ¢ : f — f’ est un endomorphisme de E.
3. Déterminer la matrice de ¢ dans la base 4.
4

. Montrer que ¢ est bijective si et seulement si @ # 0.

Exercice 49 : Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*. On consi-
dere une base # de E et un endomorphisme u € .2 (E) tel que rang(u) < 1.

1. Montrer qu'il existe X € %, (R) et Y € .#1 »(R) tels que Maty(u) = XY.

2. En déduire que u? = tr(u) u.
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Exercice 50 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On considére un en-
domorphisme u € .Z(E) tel que 13 =1Idg. On note

(Idg + u+u?).

W | =

p:

1. Montrer que p est un projecteur sur Ker(u —Idg).

2. Montrer que

dim (Ker(u - Idg)) = % (dim(E) + tr(w) + tr (u?)).

Polyn6mes annulateurs

Exercice 51 : On consideére la matrice

0 1 -1
A=|-1 2 -1|e.stsm.
1 -1 2

1. Exprimer la matrice A? en fonction des matrices A et I5.
2. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

3. Calculer A* pour tout k € N.

Exercice 52 : Soit k € N. On considéere la matrice

2 -1 -1
A=|2 1 -—2|e.tsm®.
3 -1 -2

1. Montrer que P = (X + 1)(X — 1)? est un polyndme annulateur de A.
2. La matrice A est-elle inversible? Si oui, donner son inverse.

3. Calculer A* pour tout k € N.

Exercice 53 : Soit z € C*. On considere la matrice
0 z Z°
M=z 0 z|e.#50).
z2 z71 o
1. Exprimer la matrice M? en fonction des matrices M et I5.
2. La matrice M est-elle inversible? Si oui, donner son inverse.
3. Calculer M* pour tout k € N.

Exercice 54 : Soit (11, a, b) € N x R? avec n > 2. On consideére la matrice
1 .- 1
M=aU+Dbl, avec U=|: e My R).
1 .- 1
1. Exprimer la matrice M? en fonction des matrices M et I,,.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) € R? pour que la
matrice M soit inversible.

Exercice 55 : Soient (1, p) € N? avec 0 < p < n et M € .#,,(K) sous la forme
A On

Montrer que P € K[X] est un polyndme annulateur de M si et seulement si P est
un polyndme annulateur de A et de B.

M=( ) avec (A,B) € .#y(K)x My pK).

Exercice 56 : Soient ¢ : E — K une forme linéaire non nulle sur un K-espace vec-
toriel E de dimension finie et a € E. On définit 'endomorphisme u : E — E par

VxeE, ux)=¢p@x-epxa.

1. Exprimer ¢? en fonction de ¢ et Idg.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit un iso-
morphisme.
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