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La dérivation discrete des polynomes

Introduction

Dans tout le probleme, on fixe un entier n € N*. On considere I'application de dérivation discrete A
définie sur R,[X] par A: P— P(X + 1) — P(X). Par exemple, on a

A(X*)=(X+1D*-X*=2X+1.

Lobjectif de ce probleme est d’établir quelques propriétés de la dérivation discrete, puis d’étudier deux
applications ou elle intervient.

I. Généralités sur I'application A

1. Montrer que A est un endomorphisme de R, [ X].
2. a) Soit k € [0, n]. Calculer A(X¥) sous une forme développée.
b) En déduire que si P € R,[X] est un polyndme non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) — 1.
3. Déduire de la question précédente Ker(A) et Im(A).
4. On considere I'endomorphisme T de R,[X] définipar T: P — P(X +1).
a) Pour tout i € N et tout P € R, [X], donner une expression simple de T (P).
b) En déduire que pour tout k € [0, n] et tout P € R,,[X], on a

k _k _ k—i| k
A*(P)=) (-1 ;

i=0

P(X+1).

5. Dans cette question, on détermine les sous-espaces stables par 'endomorphisme A.
a) Montrer que R;[X] est stable par A pour tout d € [0, n].
Réciproquement, on considére un sous-espace vectoriel non nul F de R,[X] stable par A. On fixe
un polynéme Py € F de degré maximal, i.e. vérifiant deg(Q) < deg(Py) = d pour tout Q€ F.
b) Montrer que (Pg, A(Py), ..., A%(Py)) est une famille libre d’éléments de F.
¢) Conclure que F =R [X].

II. Les polynomes de Hilbert

On définit les polyndmes de Hilbert Hy, ..., H, € R[X] par Hy =1 et

XX-1D-(X-k+1)
k! '

1 k-1
vke[lnl, Hi= [[(X-i)=
" i=0

. Montrer que (Hy, ..., H;) est une base de R, [X].

. Calculer A(Hy). Montrer que pour tout k € [1, n],, on a A(Hy) = Hj—1.

. Soit (k, #) € [0, n]*. En distinguant les cas ¢ > k et ¢ < k, déterminer AC(Hy).
. Déduire des questions précédentes que I'on a

W N e

VPeR,[X], P=) [Ak(P)(O)] H.
k=0
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III. Application au calcul de séries numériques

. P - - P(i) -
Dans cette partie, on étudie les séries numériques de la forme Z —— avec P e R[X]. On pourra utiliser
=y 1!
i=0
+00
librement I’égalité e = Z T
i=0
iP
5. a) Soit p € N. Montrer que la série Z — est convergente.
i0 b

P(i

b) En déduire que pour tout polynéme P € R[X], la série Z # est convergente.
izo b

OH(D) e

6. Montrer que pour tout k € [0, n], on a . a-
l':0 l. .

n
7. Soit P € R,[X]. D’apres la question I1.1, il existe (Ay,...,A,) € R™*1 tel que P = Z A Hp.
k=0
Montrer que L =e). Zk.
i=o 1! ko k!

8. a) Décomposer le polyndme X3 € R3[X] dans la base (Hy, Hy, Hy, H3).

+00 i3
b) En déduire la valeur de la somme Z -

i=0 I

IV. Polynodmes a valeurs entieéres sur les entiers

Dans cette partie, on détermine une caractérisation des polynomes P € R[X] vérifiant P(Z) c Z.
1. Montrer pour tout (k, a) € [0, n]] x Z que Hy(a) € Z. On pourra distinguer les trois cas
(i) ac0,k-1], (i) a>k,  (iii) a<O.

2. Soit P € R,[X]. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Pourtoutae Z,onaP(a)e”Z.
(ii) Pourtoutac [0,n],onaP(a)€Z.
n
(i) Il existe (Ag,...,An) € Z"*! telque P = ) Ay Hy.
k=0

Fin
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