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Le déterminant de Vandermonde

Introduction

Pour tout n ∈N∗ et tout (α1, . . . ,αn) ∈Cn , on définit la matrice de Vandermonde par

M(α1, . . . ,αn) =


1 1 · · · 1

α1
1 α1

2 · · · α1
n

...
...

...
αn−1

1 αn−1
2 · · · αn−1

n

 ∈Mn(C)

et le déterminant de Vandermonde par Vand(α1, . . . ,αn) = det(M(α1, . . . ,αn)).

L’objectif de ce problème est de déterminer une expression explicite du déterminant de Vandermonde,
puis d’utiliser ce résultat dans quelques applications.

I. Expression du déterminant de Vandermonde

Dans cette partie, on considère un entier n ∈N∗ et un élément (α1, . . . ,αn) ∈Cn . Nous allons déterminer
une expression explicite du déterminant de Vandermonde.

1. On suppose que n = 2. Déterminer une expression de Vand(α1,α2).

2. On suppose que n = 3. Déterminer une expression de Vand(α1,α2,α3) sous une forme factorisée.

3. Relation de récurrence. On considère l’application f :C→C définie par

∀x ∈C, f (x) = Vand(α1, . . . ,αn , x).

a) Montrer que l’application f est polynômiale de degré au plus n.

b) Montrer que α1, . . . ,αn sont des racines de f .

c) En distinguant le cas où les éléments α1, . . . ,αn sont deux à deux distincts du cas contraire,
montrer que pour tout x ∈C, on a la relation

Vand(α1, . . . ,αn , x) = Vand(α1, . . . ,αn)
n∏

i=1
(x −αi ).

4. Montrer que pour tout n ∈N∗ et tout (α1, . . . ,αn) ∈Cn , on a

Vand(α1, . . . ,αn) = ∏
1⩽i< j⩽n

(α j −αi ).

5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le n-uplet (α1, . . . ,αn) ∈Cn pour que la ma-
trice de Vandermonde M(α1, . . . ,αn) soit inversible.
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II. Une première application

Dans cette partie, on fixe un entier n ∈N, un polynôme P ∈ Cn[X ] et un élément (z0, . . . , zn) ∈ Cn+1. On
souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les objets précédents pour que la famille

F = (
P (X + z0),P (X + z1), . . . ,P (X + zn)

)
soit une base de Cn[X ]. On note C = (1, X , . . . , X n) la base canonique de Cn[X ].

1. Calcul d’un déterminant auxiliaire. On considère une famille (P0, . . . ,Pn) de polynômes de Cn[X ]
et on note R ∈Mn+1(C) la matrice dont les coefficients (ri , j )0⩽i , j⩽n sont donnés par

∀(i , j ) ∈ J0,nK2, ri , j = Pi (z j ).

a) Montrer que R = MatC (P0, . . . ,Pn)⊤×M(z0, . . . , zn).

b) En déduire que det(R) = detC (P0, . . . ,Pn)×Vand(z0, . . . , zn).

2. Déterminant de la famille F dans la base canonique.

a) On note (mi , j )0⩽i , j⩽n les coefficients de la matrice MatC (F ). En utilisant la formule de Taylor
pour les polynômes, montrer que l’on a l’égalité

∀(i , j ) ∈ J0,nK2, mi , j =
P (i )(z j )

i !
.

b) Déduire des questions précédentes que l’on a

detC (F ) = 1

1!×2!×·· ·×n!
×detC

(
P,P ′, . . . ,P (n)

)×Vand(z0, . . . , zn).

3. Conclusion. Montrer que la famille F est une base de Cn[X ] si et seulement si le polynôme P est
de degré n et les nombres z0, . . . , zn sont deux à deux distincts.

III. Une seconde application

Dans cette partie, on considère pour tout α ∈C la fonction fα :R→C définie par fα : t 7→ exp(αt ).
On fixe également un entier n ∈N∗ et des nombres deux à deux distincts α1, . . . ,αn ∈C.

1. Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Cn tel que λ1 fα1 +·· ·+λn fαn = 0. Montrer que

∀p ∈N, λ1α
p
1 +·· ·+λnα

p
n = 0.

2. En déduire que la famille ( fα1 , . . . , fαn ) est libre.

Fin
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