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Le déterminant de Vandermonde

Introduction

Pour tout n € N* et tout (ay,...,a,) € C", on définit la matrice de Vandermonde par

1 1 1
a a . a
M(ay,...,an)=| ! 2 " e #,(C)
all’l—l agz—l . 062_1

et le déterminant de Vandermonde par Vand(a;,..., a,) = det(M(a;, ..., ay)).

L'objectif de ce probléme est de déterminer une expression explicite du déterminant de Vandermonde,

puis d’utiliser ce résultat dans quelques applications.

I. Expression du déterminant de Vandermonde

Dans cette partie, on considére un entier n € N* et un élément (a;,...,a,) € C". Nous allons déterminer

une expression explicite du déterminant de Vandermonde.

1. On suppose que n = 2. Déterminer une expression de Vand(a, a>).

2. On suppose que n = 3. Déterminer une expression de Vand(a, a2, @3) sous une forme factorisée.

3. Relation de récurrence. On considere I'application f : C — C définie par
VxeC, f(x)=Vand(ay,...,an,x).

a) Montrer que 'application f est polyndmiale de degré au plus n.
b) Montrer que a;,..., @, sont des racines de f.

¢) En distinguant le cas ol les éléments ay,...,a, sont deux a deux distincts du cas contraire,

montrer que pour tout x € C, on a la relation

n
Vand(ay,...,a,, x) =Vand(ay,...,a,) H(x— a;).
i=1

4. Montrer que pour tout n € N* et tout (a;,...,a,) € C"*, ona

Vand(ay,...,an) = [] (aj-ay).

1<i<j<n

5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le n-uplet (a;,...,a,) € C" pour que la ma-

trice de Vandermonde M (a;,..., a,) soit inversible.

1/2


http://vonbuhren.free.fr

Jérome Von Buhren http://vonbuhren.free.fr

II. Une premiere application

Dans cette partie, on fixe un entier n € N, un polynéme P € C,[X] et un élément (zy,...,z,) € c™! On
souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les objets précédents pour que la famille

F =(P(X+20),P(X+21),...,P(X + 2p))
soit une base de C,[X]. On note ¥ = (1, X, ..., X") la base canonique de C, [ X].

1. Calcul d’'un déterminant auxiliaire. On considere une famille (Py, ..., P;) de polynémes de C,[X]
et on note R € .#,,1(C) la matrice dont les coefficients (r; j)o<;, j<n Sont donnés par

Vi, ) eo,n]?,  rij=Pi(z)).
a) Montrer que R = Maty (Py,...,P,) " x M(z,...,2n).
b) En déduire que det(R) = dety (Py,..., P,) x Vand(z, ..., 2,).

2. Déterminant de la famille .7 dans la base canonique.

a) Onnote (m; j)o<i,j<n les coefficients de la matrice Maty (.%). En utilisant la formule de Taylor
pour les polynémes, montrer que I'on a I’égalité

P@(z)
VG, pefon]? mij=—=t.

b) Déduire des questions précédentes que 'on a

dety(F) = ——— xdety (B P,...,P"™) x Vand(zy, ..., 25)-
1!'x2!x---xn!

3. Conclusion. Montrer que la famille .% est une base de C,[X] si et seulement si le polyndome P est
de degré n et les nombres zy, ..., z, sont deux a deux distincts.

III. Une seconde application

Dans cette partie, on considere pour tout a € C la fonction f, : R — C définie par f, : t — exp(at).
On fixe également un entier n € N* et des nombres deux a deux distincts ay,...,a;, € C.

1. Soit (Ay,...,A,) € C"* tel que Ay f, + -+ Ap fa, = 0. Montrer que
VpeN, Mal+--+2,ah=0.

2. En déduire que la famille (fy,,..., fa,) estlibre.

Fin
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