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— Intégration sur un intervalle —

Convergence d’intégrales

I.A - Exercices d’applications

Exercice 1: Etudier la convergence des intégrales ci-dessous.
+00 dl-

_ In(?)
(v)f In(ne”"dt, (u)f (1—;)3/2

) f+°°(t 1)(t-5)
22 +1)

(iv) f sm( )dt

(Uii)f sin(f)sin (¢71)dt, (viii) L (ix) a

0 ’ iz 0 I-0VT
+00

(x)f tsin(t)e ! dr, (xz)f sin (#%) dt, (xlz)f e VIn( gy

0
/2 dl-

(xiii) In(1 +sin())ds,  (xiv) f Oy ) | ——.
—m/2 o Arccos(?)

Exercice 2 : Etudier la convergence des intégrales suivantes.

+0o 2 +oo
(i)f ((t+1)”3—t”3) dr, (ii)f In(th(n)) dr,
0

(iv) f sin(?) —dr.

+00
iii t+2—-Vi2+4r+1|ds,
(i) fo ( ) \/_+51n(t)

+00 1
(iii) f cos(—z)dt

Exercice 3 : Soit a € R. Etudier la convergence des intégrales suivantes.

+00 —aQl
Q) I“:f r—sin(?)
0

/2
a ds, (i) ]azfo tan(n)“dt.

Exercice 4 - Intégrales de Bertrand : Soit (a, b) € R?. Ftudier la convergence de

+00o dr 1/e dr
I, p= f — et Jup= f —_—.
“v= Je taln(p? N TG
Exercice 5: Soit (a, b) € R?. Etudier la convergence des intégrales suivantes.

+00 tae—t +00 ta
(1) f dt, (i) f dr.
o 1l+1¢b o l+¢b

Exercice 6: On considere I'intégrale I = f
0

+00 @i t
smt( ) d

1. Montrer que l'intégrale I est convergente.

2. Montrer que I'intégrale I n’est pas absolument convergente.

+00 gin? (¢
o [,
0 t

3. Montrer que

Exercice 7 : Soient les fonctions f: [, +oco[ — Ret g: [, +00[ —

(t) sin(t))
— |-

R définies par

Vte[n +ool,

f= et g1 =1n(1+

+o00

+00
f(t)dtetf g(n)dr

Montrer que f et g sont équivalentes en +oco, mais que [
/4
ne sont pas de méme nature.

Exercice 8: Soit a € R*. Ftudier la convergence de I'intégrale

+00 3 t
= [ S0
1
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Exercice 9: Soit a € R. Etudier la convergence des intégrales suivantes.
+oo cos(t +oosin(¢
(1) [ ( )dt, (ii) f ( )dt,
0 4 0 4
+oo +00
(iii) f cos (¢%)de (iv) f sin (¢*
0 0

Exercice 10 : Soit P € R[X] un polynéme non nul tel que deg(P) >

2. Montrer

+00
que f cos(P(1)) dt est une intégrale convergente.
0
Exercice 11 : Soit a € R*. Etudier la convergence de I'intégrale

+00 in2
I”:f (exp(Sln m)—l) dr.
0 t?

Exercice 12 - Intégrales de Hardy: Pour a € R, et f € R}, on considére I'intégrale

o= [

1. Pour tout x € R avec x > —1, calculer I'intégrale

@ (x) =f
0

2. Déterminer un équivalent de la suite () ,en définie par

t*de
1+ thsin(r)’

dr
1+ xsin?(r)”

(n+1)m
vneNn, I":f
nn

. En déduire que I'intégrale I, g converge si et seulementsi § > 2a + 2.

t*de
1+ tBsin?(f)

w

4. Etudier la limite en +oo de la fonction intégrée dans I, g.

(e.0]
Exercice 13: Soit f: [0, +co[ — R continue telle que f f () dt converge.
0

1. Montrer que si (x;) nen €t (V) nen Sont des suites tendant vers +oo, alors

Yn
Jim, |, roar=o

+00

2. En déduire que que f e~ S0 dr diverge.

0

I.B - Exercices théoriques

Exercice 14 : Soit f : [1,+00o[ — R une fonction continue telle que f fde
1

+00
converge. Montrer que 'intégrale f e dz converge.
1

Exercice 15 : Soit f : [1,+oo[ — R une fonction continue telle que f f)de
0

+00

converge. Montrer que pour tout a € R, I'intégrale [ [FeT df converge.
0

Exercice 16 : Soit f : R — R une fonction continue et T-périodique avec T € R}.
Montrer que I'on a I’équivalence

+o00o
(1)
[ J dr converge
T t

T
N f f(ndr=o.
0

Exercice 17 : Soit f : [0, +o00o[ — R une fonction continue, positive et décroissante.
On considere la fonction g : [0, +oo[ — R définie par

Vxe€[0,+00[, g(x)= f(x)sin(x).

Montrer que la fonction g est intégrable si et seulement si f est intégrable.
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Exercice 18 : On considére une fonction continue f : [0, +oo[ — R et on note
+00
VAER, I)= f f(eMde.
0

Montrer que s’il existe a € R tel que l'intégrale I, converge, alors l'intégrale I
converge pour tout A > a.

Exercice 19: Soit f : R — R* une fonction continue et intégrable. Montrer que la
fonction ¢t — f(¢t—1/t) est intégrable sur ] — oo, 0[ et sur ]0, +oo[ et que 'on a

f_(;f(t—%)dt+f0+oof(t—%)dt:fomof(t)dt‘

Exercice 20 : Soit f: [a, b[ — R, une fonction continue et croissante. On note

Zf(k(b a))

1. Montrer que si I converge, alors la suite (S;) ,en+ converge vers 1.

b
:f f(ndt et VneN*, S,=
a

2. Montrer que si I diverge, alors la suite (Sy) sen+ diverge vers +oco.

Exercice 21 : Soit f: [0, +oo[ — R continue et strictement positive telle que

. flx+1D)
Iefo,1], 1 =
€lo,1f, lim )

Montrer que f est intégrable sur [0, +ool.

Exercice 22 : Soit f : [0, +oo[ — R de classe €’ et strictement positive telle que

f'x)

JaeR*,
- x—>+oo f(x)

Montrer que les fonctions f et f’ sont intégrables sur [0, +ool.

Exercice 23 : Soit f: [0, +00o[ — R continue et positive telle que ¢ — ¢ f(¢) est inté-
grable. On définit la fonction g : [0, +oco[ — R par

+00
Vxe[0,+o0, g(x) :f f(n)de.
X
1. Montrer que g est bien définie et que g(x) = o(1/x) lorsque x — +oo.

+00 +00
2. Montrer que/ gt dtzf tf(r)de.
0 0

Exercice 24 : Soit f : [0, +oo[ — R une fonction de classe ¢! vérifiant f(0) =

1. Montrer que la fonction ¢#— f(¢)/t se prolonge par continuité en 0.

2. Montrer que pour tout x € R}, ona

fo (f(t))

3. Montrer que sila fonction f” est de carré intégrable sur [0, +ool, alors la fonc-
tion t — f(t)/t est de carré intégrable sur [0, +oo[ et on a

(L (f(q<h<4f+ fl(H?dt.

Exercice 25 : Soit f : R — R une fonction continue. On fixe T € R} et on définit la

fonction g: R — R par
1 x+T
T f f(nde.
X

+00 +oo
Montrer que si f f () dt converge, alors f g(#)dt converge et on a
—0o —00

+oo +oo
f g(t)dt:f fnde.

f f(t)f'(t)

VxeR, gx)=
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Exercice 26 - Inégalité de Hardy : Soit f : [0, +oo[ — R une fonction continue de
carré intégrable. On considére la fonction g : R} — R définie par

VxeR?, g(x)=lf fnde.
X Jo

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.

2. Montrer que pour tout A € Ry, on al'inégalité

A A
f gz(t)dt<2f f(tg(pdt.
0 0

3. En déduire que g2 est intégrable sur [0, +oo[ et que

+00 +00
f g(n?dr< 4f f(n)?dt.
0 0

4. Montrer que f g est intégrable sur [0, +oo[ et que
+00 +00
f gz(t)dt:2f Fngnd.
0 0

Exercice 27 - Inégalité de Kolmogorov : Soit f: R — R une fonction de classe ¢’
telle que f et f” sont de carrés intégrables.

1. Montrer que f f" est intégrable.
2. En déduire que f(x) f’(x) admet une limite ¢ en +oo et que £ = 0.

3. Conclure que f’ est de carré intégrable et que

f_:of’(r) dr < U_:of(t) dt) (f_:of”(t) dt).

Calcul d’intégrales

Exercice 28 :
leur valeur.

) +00 dt
() f —_—,
0 (t+1D(t+2)

Montrer que les intégrales suivantes sont convergentes et calculer

[T dr . ('Ind-7?)
(ll)f m, (lll) f —Zdt’

+00 +00
(iv)fo ln(1+%)dt, ()f (E_(?)zdt )f @
o (et . oo dr
(vii) fo sin(In(?)) dt, (vtzz)fo Wdt, (zx)f m,
(x) f+oo dr , (xi) IL, (zz)f
o Vel-1 0 VId—-1) 2Vt 2
Exercice 29 : Montrer que les intégrales suivantes sont convergentes et calculer
leur valeur.
+00 dr /2
(i) fo TIDETID (i) Vtan(s) dt,

(...)[ dt
MY ) Sch(n +3sh(n +4’

e )f+°° tArctan(z)
v 1+ 12)2

Exercice 30 : On note ¢ la racine positive de X? — X — 1. Montrer que I'intégrale
suivante est convergente et calculer sa valeur.

I_/+OO dt
b a+wye

Exercice 31: Pour a € R avec a > 0, on considere les intégrales
+00 +oo
I= f cos(fle “'dt et J= f sin(f)e” %! dt.
0 0

Montrer que les intégrales I et J sont convergentes et calculer leur valeur.
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Exercice 32: Soit a €] —1,+oo[ et b € R* avec |b| # 1. Montrer que les intégrales
suivantes sont convergentes et calculer leur valeur.

/2 dt /2 dt
A T
() Ia 0 l+asin?(p (1) Jy 0

1+ btan2(t)
Exercice 33: Soit a € ]0,27[. Justifier la convergence et calculer I'intégrale

L= f+°° sin(a)

o ch(t)—cos(a)
Exercice 34 : Soit (a, b) € R?. On considére l'intégrale

I:[+OO(\/?+a\/t+1+b\/t+2)dt
0

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) € R? pour que
I'intégrale I soit convergente.

2. Calculer I'intégrale I sous cette condition.

Exercice 35: Soit a € R} . Justifier la convergence et calculer 'intégrale

/ _fl dr
““J yi-pa+an

Exercice 36 : Soit n € N avec n > 2. Justifier la convergence et calculer 'intégrale

I _f+00 dt
"l +DE+2)---(t+n)

Exercice 37 : Soit (p, q) € R? tel que p? < 4q. Montrer que l'intégrale ci-dessous
est convergente et calculer sa valeur.

+00 dt
1:[ S
o PPt+pt+q

Exercice 38: Soit b € Ravec |b| # 1. Montrer que I'intégrale ci-dessous est conver-

gente et calculer sa valeur.
+00 dt
e
—oo 1+ (t+1b)?

Exercice 39: Soit a € R. Déterminer pour quelle valeur de a I'intégrale ci-dessous
converge, puis calculer 1a en cas de convergence.

+00 dt
1,= _—.
a f_oo 2+at+1

Exercice 40: Soit (a, b) € R? avec a > 0 et b > 0. Montrer que I'intégrale ci-dessous
est convergente et calculer sa valeur.

+oo dl-
Iop= .
@b f_oo (22 + a®) (1% + b?)
Exercice 41 : Justifier la convergence et calculer I'intégrale
+o00o dt
Y

—o (1+12)(A+iD)

Exercice 42 : On considere les intégrales
- f+°° dt ot J= f e'dt
CJoeo (T+eD(1+12) o A+eN1+12)

1. Montrer que I et J convergent, puis que I = J.

2. En déduire la valeur de 1.

Exercice 43 : Soit a € R} . Justifier la convergence et calculer I'intégrale

+00
Ia:f (t—the %' dt.
0
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Exercice 44 : Justifier la convergence et calculer I'intégrale

A"
1 le] ¢

Exercice 45 : Justifier la convergence et calculer I'intégrale

+00
t_

- [l
1 12

+00 (_I)LtJ

Exercice 46 : Montrer que l'intégrale I = f dr est convergente et que

1

+00 1 2
— _1\k = =
I_k§:1( 1) ln(1+k) ln(n).

Exercice 47 : On consideére les intégrales

I_f+°° de ]_f+°° tdt
B 0 1+ B 0 1+

1. Montrer que I et J convergent, puis que I = J.

2. En déduire la valeur de 1.

Exercice 48 : On considere les intégrales

I_[+°° dr ]_f+°° ede K_f+°° #dt
o 1+¥ Jo 1+t Jo 1+t

1. Montrer que J converge et calculer sa valeur.
2. Montrer que I et K convergent et que I = K.

3. En factorisant 1 + #*, déterminer la valeur de 1.

Exercice 49 : Soit a € R}. On considere les intégrales

I 3 f+m dl— ] a ]‘+00 l.u dt
“T o A+ + 19 Tl A+ +1
1. Montrer que les intégrales I, et J, sont convergentes.

2. En posant u = 1/¢, montrer que I, = J,.

3. Calculer I;+ J,. En déduire la valeur de I, et J,.

Exercice 50: Pour a € R avec a > 0, on considere I'intégrale
o In(1)
Iu = f S 2 dr.
0 a+t
1. Montrer que I'intégrale I, est convergente pour tout a € R} .
2. En posant u = 1/¢, montrer que I; =0.

3. En posant ¢ = au, calculer la valeur de I, pour a € R}.

Exercice 51 - Intégrales de Frullani: Soit (a, b) € R? avec 0 < a < b. Montrer que
les intégrales suivantes sont convergentes et calculer leur valeur.

+00 p—ax —bx
(] —€
o[y,
0 X

+too Arctan(bx) — Arct
]:f rctan( x)x IC an(ax)dx
0

Exercice 52 - Intégrales de Frullani : Soit f :]0,+oo[ — R une fonction continue
admettant une limite finie L en +oo et une limite finie £ en 0. On considére un
couple (a, b) € R? vérifiant 0 < a < b et les intégrales

I:f+00f(at)_f(bt)dt ot J= 1t—1d
0 t o In(?)

1. Montrer que l'intégrale I est convergente et calculer sa valeur.

2. En déduire que I'intégrale J converge et calculer sa valeur.
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Exercice 53 - Intégrales de Frullani : Soient f : [0, +oo[ — R une fonction conti-

nue, un couple (a, b) € R? avec0< a< betles intégrales

+oo +00 _
I = f M dr et ] - f M dt.
1 r 0 t

On suppose que l'intégrale I est convergente.

1. Montrer que pour tout x € R}, on a

+00 _ bx
| JaD=J00 = [ 10,

r ax

2. En déduire que I'intégrale J converge et calculer sa valeur.
Exercice 54 : On consideére les intégrales

+00 1 2 +00 )
I:[ exp(—(t——) )dt et ]:f e ' dr.
0 t 0

1. Montrer que 'intégrale I est convergente et que
too (] 1)
I:f (1+—2)exp(—(t——) )dt.
1 r t
2. Montrer que I'intégrale J est convergente et exprimer I en fonction de J.
Exercice 55: Soit a € R}. On considére les intégrales

+00 aZ +00 )
Ia:f exp(—(t2+—2 )dt et ]:f e " dr.
0 r 0

1. Montrer que l'intégrale I, est convergente et que

+oo a 2 a®
Ia:ff (1+§)6Xp(—(t +§

a

) dr.

2. Montrer que I'intégrale J est convergente et exprimer I, en fonction de J.

Exercice 56 : On consideére la fonction F: [0, 1] — R définies par

Yr-1

Vxe[0,1], A _ln(t)

F(x) =

1. Montrer que F(x) existe pour tout x € [0, 1].

2. Montrer que pour tout x € [0,1[, on a

F(x)_/xzi
“Jx In@

3. En déduire la valeur de F(1).
Exercice 57 - Intégrales d’Euler : On considere les intégrales

/2 /2
I:f In(sin(#))dt et ]=f In(cos(t))dt.
0 0

1. Montrer que les intégrales I et J sont convergentes.
2. Montrer que I = J.

3. Calculer I + J. En déduire la valeur de I et J.

Exercice 58: Pour tout x € R, on considere les intégrales

+00 ¢in3 +00 gin3
I= f SIVD 4 et )= f S0 4,
0 tz X tz

1. Montrer que I et I(x) sont convergentes pour tout x € R} .

2. En linéarisant sin, montrer que

VxeR3,

3 3% sin(f)
I(x)== dr
(x) 2 fx P

3. En déduire la valeur de I'intégrale I.
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Exercice 59 : Soit a € R. Justifier la convergence et calculer I'intégrale

+00
I= / (Arctan(t + a) — Arctan(r)) dt.

(o o]

Exercice 60 : Soient a € R et f: R — R une fonction continue admettant une li-
mite finie £ en +oo et une limite finie ¢’ en —oo. Montrer que I'intégrale ci-dessous
est convergente et calculer sa valeur.

I= [OO (ft+a) - f(0)de.

(o9}

1B Intégrabilité et comportement asymptotique

Exercice 61 : Soit f : [0,+0c0o[ — R une fonction continue et intégrable. Montrer
que si f admet une limite en +oo, alors cette limite est nulle.

Exercice 62 : Soit [ : [0, +oo[ — R une fonction de classe ¢! telle que f et f' sont
intégrables. Montrer que f tend vers 0 en +oo.

Exercice 63: Soit [ : [0, +oo[ — R continue et intégrable. Montrer qu’il existe une

suite (x)nen d’éléments de R, telle que xj, +oo et x,, f(xn) 0.
n—+oo n—+oo

Exercice 64 : Soit f : [0, +0o[ — R une fonction uniformément continue et inté-
grable. Montrer que f admet une limite nulle en +oo.

Exercice 65: Soit f : [0, +oo[ — R une fonction continue et décroissante telle que
+00

I'intégrale f(t)dt converge. Montrer que f(x) = 0o(1/x) en +oco.

0

Exercice 66 : Soit f : [0, +oo[ — R de classe €7 telle que f et f” sont intégrables.
1. Montrer que f’ tend vers 0 en +oo.

2. En déduire que la fonction f f” est intégrable.

+o00o
Exercice 67 : Soit f : [0,+0o[ — R une fonction continue telle que [ f(r)de
0

X
converge. Montrer que f tf(#)dt = o(x) lorsque x — +oo0.
0

Exercice 68: Soit f : [0, +oco[ — R une fonction continue de carré intégrable. Mon-

X
trer que f f () dt = o(v/x) lorsque x — +oo0.
0
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Suites définies par une intégrale

Exercice 69 : Pour tout n € N, on considere 'intégrale
+00
I :f t"e ! dt.
0

1. Montrer que 'intégrale I,, est convergente pour tout n € N.

2. Calculer la valeur de I, pour tout n € N.
Exercice 70 : Pour tout n € N, on considére l'intégrale
+00 5
In= f "e”" dt.
0

1. Montrer que l'intégrale I, est convergente pour tout n € N.

2. Calculer la valeur de I,, en fonction de I pour tout n € N.
Exercice 71 : Pour tout (n, p) € N2, on considere I'intégrale
1
Inp= f t"1n” (1) dt.
0

1. Montrer que I'intégrale I, ;, est convergente pour tout (7, p) € N2,

2. Calculer la valeur de I, pour tout (n, p) € N2,

Exercice 72 : Pour tout n € N*, on consideére 'intégrale

I _f’”z sin(2nt) dr
ne 0 tan(1)

Pour tout n € N*, montrer que I, converge et calculer sa valeur.

Exercice 73 : Pour tout 7 € N, on considére l'intégrale

1 (1 _ t)n
I, = dr.
fo V'

1. Montrer que l'intégrale I, est convergente pour tout 7 € N.

2. Montrer que I'on a la relation

2n+2

VnelN, I =—"1I,.
n+1 2n_|_3n

3. En déduire la valeur de l'intégrale I;,.

Exercice 74 : Pour tout n € N, on considere 'intégrale

+00 dt
I, = —_—
n [, (1 + r2)n+1

Pour tout n € N, montrer que I,, converge et calculer sa valeur.

Exercice 75 : Pour tout n € N*, on consideére 'intégrale

/2
I, = f cos(2nt)In(sin(z)) dr.
0

1. Montrer que I'intégrale I,, converge pour tout n € N*.
2. Calculer 2nl,, — (2n+2)I,+) pour tout n e N*.
3. En déduire une expression de I,, pour tout n € N*,

Exercice 76 : Soit a € |0, z[. Pour tout n € N, on considere 'intégrale
f” cos(nt)
In=| ——————
o 1-—sin(a)cos(?)
1. Montrer que 'intégrale I, converge pour tout n € N.
2. Exprimer I,2 + I, en fonction de I,,4;.

3. En déduire une expression de I, pour tout n € N.
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Exercice 77 : Pour tout n € N, on considére l'intégrale

+00 dt
I, = .
" fo 1+

1. Montrer que 'intégrale I, converge pour tout n € N.

1
2. Pour tout n € N, déterminer f; : [0,1] — R telle que I,, = f fn(w) du.
0

3. Montrer que I, =1+ 0(1/n).

Exercice 78 : Pour tout n € N, on considere I'intégrale
1
I, :f t"In(1- 1) de.
0

1. Montrer que 'intégrale I, converge pour tout n € N.

2. Déterminer un équivalent de la suite (I,,) sen-

Exercice 79 : Pour tout n € N, on considere 'intégrale

+00 dx
I, = —_
n L (1+ x3)n+1

1. Montrer que I,, converge pour tout n € N et calculer .
2. En calculant I,,,; — I, établir une relation de récurrence entre I, et I.

a
3. Montrer qu'il existe A > 0 telle que I, ~ —.
vn

1t

. N T €
Exercice 80 : On considere 'intégrale I = f " dr.
0

1. Etudier la nature de I'intégrale I.
2. Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique réel u;, €10, 1] tel que

1ot

e
f—dt:n.
u, L

3. Déterminer un équivalent de la suite (1) nens-

Intégration des relations de comparaison

Exercice 81 : Déterminer un équivalent en 1~ de la fonction Arccos.

Exercice 82: On considere la fonction f: R} — R définie par

+o0 sin(¢)

VxeR:, f(x)=f de.
X

Montrer que f(x) = O(1/x) en +oco.

Exercice 83 : Déterminer un équivalent en +oo de la fonction f : R — R définie

par
+00

VxeR, f(x) =f e " dr.

X

Exercice 84 : Déterminer un équivalent en +oo de f :]0, +oco[ — R définie par

+00 o~ 1

Vx€]0,+o0l, f(x):f Tdt.

Exercice 85: Déterminer un développement asymptotique en +oo a trois termes
de la fonction f : [1, +oo[ — R définie par

X al
Vxe[1,+ool, f(x):f %dt.
1

Exercice 86 : Soit f: [1,+oo[ — R la fonction définie par

*In(1+ 1) dqr

Vxe[l,+o0l, f(x) =[
1 r

Montrer qu’il existe une constante A € R tel que en +oo, on a

1 _1o (L
f(x)—zln xX)+A x+0(x).
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Exercice 87 : Soit n € N*. Déterminer un développement asymptotique a n
termes en +oo de la fonction Li: [2, +co[ — R définie par

*ode

Vxe|[2,+00[, Li(x)= , m

Fonctions définies par une intégrale

Exercice 88 : On définit la fonction f:R} — R par

1 tx—l
VxeR:, X :f dr.
v f&) o 1+¢
1. Montrer que f(x) existe pour tout x € [Rfr.
2. Etudier la monotonie de f.
3. Calculer f(x) + f(x+1) pour x e R}.
4. Déterminer un équivalent de f en +oo et en 0*.
Exercice 89 : On définit la fonction f:R} — R par
X cos?(t
VxeR:, f(x):f ()dt.
1

1. Montrer que f(x) existe pour tout x € R} .
2. Déterminer un équivalent de f en 0" et en +oo.

Exercice 90 : On définit la fonction cosinus intégrale Ci: R} — R par
+o0 cos(1)
t

VxeR}, Cix)= —f de.
X

1. Montrer que Ci(x) existe pour tout x € R .
2. Montrer qu’il existe une constante y € R telle que

. . +00 " x2n
VeR:, Cl(x)ZIH(x)+Y+r,X::1(_1) M

Exercice 91 : On définit la fonction f:R — R par

+00

VxeR, f(x) =f e " dr.

X
1. Montrer que I'ensemble de définition de f est R.

2. Montrer f(x) = o(x™!) en +o0.
+00
3. Montrer que f(1)dt est convergente et calculer sa valeur.
0

Exercice 92 : On définit la fonction f:R} — R par
+00 o1
VxeR:, f(x):f —dr.
x t
Montrer que I'ensemble de définition de f est R.
Montrer que f est de classe ¢! et calculer sa dérivée.

Montrer f(x) = o(x"!) en +oo.

L e

Montrer qu’il existe une constante y € R telle que

n

% +00 n x
VeR?, f(x):_ln(x)—y—n;(_l) -

+o00
5. Montrer que f f(t)dt est convergente et calculer sa valeur.
0

Exercice 93 : On définit la fonction f: R} — R par

+0 sin(f)

VxeR], f(x):f dr.

1. Montrer que 'ensemble de définition de f est R.

2. Montrer que f est de classe ¢! sur R* et calculer sa dérivée.

+00
3. Montrer que f f(¢)dt est convergente et calculer sa valeur.
0
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Exercice 94 : On définit la fonction f:R} — R par Exercice 98 : On considere la fonction f : R} — R définie par

+00 cos(t) * |sin(1)]

dr.

VxeRy, f(x)zf dr. VxeR:, f(x):f
X 0

1. Montrer que I'ensemble de définition de f est R} . Déterminer un équivalent de f en +oo.

2. Montrer que f est de classe ¢! sur R* et calculer sa dérivée.

+00
3. Montrer que f f () dt est convergente et calculer sa valeur.
0

Exercice 95: On définit f: [1, +oo[ — R par

dr.

Vxe[l,+ool, f(x):f
1 V1-13

1. Montrer que f est bien définie et continue sur [1, +ool.
2. Dresser le tableau de variation de f sur [1, +ool.

3. Montrer que f réalise une bijection de [1,+oo[ sur [0, +oco[ et que f~! est
solution de I'équation différentielle y'y = y/y3 — 1 sur [0, +ool.

Exercice 96 : On définit la fonction f : R — R définie par
1 +00
VxeR, f(x)= f exp (ixtz) dt et I= f exp (itz) dr.
0 0

1. Montrer que l'intégrale I est convergente et que sa valeur est non nulle.

2. Déterminer un équivalent de f(x) en +oo.

Exercice 97 - Lemme de Riemann-Lebesgue : Soit f : R, — R une fonction inté-
grable de classe €.

A
1. Pour tout A € R}, montrer que thP f f(t)cos(xt)dt =0.

+00
2. En déduire que lim f f(t)cos(xt)dr =0.
X—+00 0
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—— Solutions partielles —

Exercice 1 : Les intégrales convergentes sont les suivantes.

@, Gv), ), @i, Wii), (wiii), (x), (xi), xiii), (xiv), (xv).

Exercice 2 : Les intégrales convergentes sont (i) et (ii).

Exercice 3 :
(i) Lintégrale I, converge si et seulement si 2 < a < 4.

(ii) Lintégrale J, converge si et seulementsi -1 <a< 1.
Exercice 4 : Lintégrale I, , converge si et seulementsia>1lou(a=1etb>1).

Exercice 8 : En utilisant un développement limité, on trouve que I, converge si et
seulement si a > 1/2.

Exercice 9 : On note [, 'intégrale étudiée.

(i) Sia>1,onmontre que I, diverge avec un équivalenten 0*.Si0 < a <1, on
montre que I, converge en utilisant un équivalent en 0* et une intégration
par parties. Si a < 0, 'intégrale I, diverge, car pour tout n € N*, on a

T

dr > (2nﬂ)_“f sin(#) dt

0 n—+oo

+00.

2n+)m sin( l’)
=

nn
(ii) Enutilisant les mémes méthodes que pour (i), on montrer [, converge si et
seulementsi0 < a < 2.
(iii) En utilisant le changement de variable u = % si a # 0, on se raméne au
cas (7). On en déduit que l'intégrale I, converge si et seulement si a > 1.

En utilisant le changement de variable u = t“ si a # 0, on se raméne au
cas (ii). On en déduit que I'intégrale I, converge si et seulement si |a| > 1.

(iv)

Exercice 10 : Soit a € R} tel que P’ n’a pas de racines dans [a, +oo[. En utilisant
une intégration par parties, on a pour tout x € [a, +oo[ que

sin(P(1) |* +fx sin(P(#))P" (1)
a

P'(t) P'(1)? dz,

f cos(P(p)dt =
a

a

ce qui permet de conclure avec les régles de comparaisons.

Exercice 11 : La fonction est intégrable en 07 si et seulement si @ < 2 et en +oo si
et seulement si a > 1.

Exercice 12

7
1. En posant u = tan(#), on obtient que ¢(x) = .

vVx+1

2. En encadrant le numérateur, on obtient que I,, ~ n' @~ #/2a=P/2,
4. Lafonction n'admet pas de limite en +oo.

Exercice 13 : Pour tout n €N, on a en posant x, = 2n+1)w et y, = 2n+2)xw que

In —tsin(t) Yn
e dr > ldt =y, —x, =m.
Xn

Xn

Exercice 14 : Effectuer une intégration par parties.
Exercice 15 : Effectuer une intégration par parties.
Exercice 17 : Majorer 'intégrale de | f| sur [0, nx].

Exercice 18 : Effectuer une intégration par parties.

Exercice 19: Notons ¢; : R* — Ret ¢ : RY — Rles difféomorphismes définies par

1 1
VxeR?, (pl(x):x—; et VxeRj, (pz(x)=x—;.

En remarquant que (pl_l + ¢, ! = Idg, on obtient que

VyeR, 0<(p7)) <1 et 0<(p;") <L

On en déduit avec le théoréme du changement de variable que ¢t — f(t—1/t) est
intégrable sur ] — oo, 0 et sur ]0, +ool, puis la relation demandée.
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Exercice 21 : Par hypothese, il existe un réel A € R} tel que

/+1
Vxel[A +oof, f(x+1)<qgf(x) avec q:T.

On conclut en remarquant que pour tout 7€ N, on a

A+n 1 A+1
fOdi< — f(de.
1-gJa

Exercice 22 : Pour x > 0 suffisamment grand, on a f’(x)/ f(x) < a/2, puis en inté-
grant, on obtient une majoration de f(x).

Exercice 24 :
2. Utiliser une intégration par parties.

3. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec la question précédente.

Exercice 25 : Si F est une primitive de f, alors pour tout (a, b) € R? aveca+ T < b,
ona

b 1 b b 1 b+T b
f g(t)dtz—(f F(t+T)dt—f F(t)dt)z—([ F(t)dt—f F(t)dt)
a T a a T a+T a

1 b+T a+T
:—(f F(t)dt—f F(t)dt).
T \Jp a

Lorsque a — —oo et b — +o00, 'expression précédente converge vers

lim F(x)

X—+00

(b+T)—b( )_(a-}—;)—a(

+00

lim F(x) = f f(odt.
X——00 —00
Exercice 26 :

2. Utiliser une intégration par parties.

3. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec la question précédente.

4. Utiliser I'intégration par parties de la seconde question.

Exercice 27 : Pour 2. et 3., utiliser une intégration par parties sur I'intégrale de la
fonction ¢ — f'()? sur [0, x].

Exercice 28 : Les valeurs des intégrales sont les suivantes.

(i) In(), i 2L, i) —2n@, (o) 7

3v3
(v) 0, (vi) —4, (vii) —%, (viii) 2,
(ix) ln(%), w7, (xi) 7, (xii) V2-1.

Exercice 29 : Les solutions sont les suivantes.
(i) . ; (i) — Viean(n)
i) — avec u=¢e', ii) — avec u=+/tan(1),

2 V2
o 1 ¢ 4
(iii) 8 avec u=e’, (iv) g avec u=1/t.

Exercice 30 : En utilisant le changement de variable u = 1/¢, on obtient que I = 1.

a
Exercice 31 : On trouve [ = et]= .
a’+1 a?+1

Exercice 32:

b4
(i) En posant u =tan(t), on obtient que [, = ———.
P e iva

b4
ii) Enposant u =tan(t), on obtient que J, = ———.
(ii) p (1) que Jp S 115D

Exercice 33 : On obtient que I, = 2(n — a).

. 4
Exercice 34:Pour a=-2et b=1, on trouve [ = 5(1 —V2).

Exercice 35 : En posant u =

2
, on obtient que I, = — Arctan(y/a).
a

1+ at va
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Exercice 36 :

Exercice 37 :

Exercice 38 :

Exercice 39 :

Exercice 40 :

Exercice 41

Exercice 42 :

Exercice 43 :

Exercice 44 :

Exercice 45 :

Exercice 47 :

Exercice 48 :

Exercice 49 :

Exercice 50 :

Exercice 51 :

En utilisant une décomposition en éléments simples, on a

=—'ZK nklk()hum

27
V4q - p?

Si|b| <1, alors I = &, sinon I =0.

On trouve I =

Lintégrale I, converge si et seulement si a > —2.

T

En séparantlescasa=beta# b, ontrouve I, , = ——.
P @b ab(a+ b)

: En utilisant le changement de variable u = —t¢, on obtient que

1_[“’0 dr o
T 4122 27

On trouve [ =

1-(a+1e 4

On trouve I, = .
T @21 -e9

On trouve I =y.

Ontrouve I=1-v.

On trouve [ 2n
Vi = —.
3V3
OnajJ netonto el=K "
=— rouve [ = K= ——.
4 2V2
On trouve I, = J, = /4.
nin(a)
On trouve I, =
2a

On trouve [ = ln(é) et/ = Eln(é).
a 2 a

Exercice 52 :

1. Pour tout (x,y) e R> avec0< x < y,on a

jWﬂmrfwnw: “fmd fwfm
X t

ax

On en déduit en prenant les limites que I = (L— ¢)In (%)

2. En posant u =In(#), on obtient que J = In(2).
. . b
Exercice 53 : On obtient que J = f(0)In 2

Exercice 54 :

1. Couper l'intégrale en 1 avec la relation de Chasles, puis poser u =1/t dans
I'intégrale sur ]0, 1.

2. Enposant u = t—1/t dans I'expression précédente, on obtient que I = J.

Exercice 55 :

1. Couper l'intégrale en y/a avec la relation de Chasles, puis poser u = a/t dans
I'intégrale sur 10, y/al.

2. Enposant u = t—a/t dans'expression précédente, on obtient que I = e 24/,

Exercice 56 : En démontrant que I'on a pour tout x € [0, 1[ 'encadrement

2 x2

len(2)—x2fx d <F(x)<xf d =xIn(2)
).t =7 tine) '

On en déduit que F(1) = In(2).

mIn(2)

Exercice 57 : On trouve I = J = — 5

3
Exercice 58 : On trouve I = 1 In(3).
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Exercice 59 : On trouve I = ar.
Exercice 60 : On trouve [ = a(¢ - ¢').
Exercice 67 : Faire une intégration par parties en considérant une primitive de f.

Exercice 68 : Couper 'intégrale en A > 0 suffisamment grand et utiliser 'inégalité
de Cauchy-Schwarz sur la seconde intégrale.

Exercice 69: On a I, = n! pour tout n € N.

n
Exercice 70:Ona I, = Eln_l pour tout n € N*,

!
% pour tout (n, p) € N2,

Exercice 71:Ona I, , = (-1)P
’ (n+1

Exercice 72 : La suite (I;) ,en+ €St constante de valeur /2.

22I’l+1 (n|)2

Exercice73:0Onal,= —
2n+1)!

pour tout n € N.

(2n)!

Exercice 74 : On trouve [, = ZZ"T(H!)ZE

b4
Exercice 75 : La suite (2n1,) est constante et [, = “an
n

. 2In+1
Exercice 76 : On trouve [,,.2 + I, = — etl, =

n tan”(a/?2).
sin(a) cos(a)

Exercice 77 : En coupant l'intégrale en 1 et en posant u = 1/t dans la seconde

intégrale, on trouve
P14+ un2
e [y
0

1+ u”
On montre que I, — 1 = o(1/n) avec des intégrations par parties.

In(n)

Exercice 78 : En utilisant une intégration par parties, on obtient que I,, ~

3n+2
——1I,,. En notant v, = /nl,, on
3n+3

a que la série de terme générale In(vy,+1) — In(v,) converge, ce qui permet de
conclure.

2n
Exercice 79 : On trouve Iy = —3 et I,41 =

Exercice 80 : La suite (u,) ,en+ converge vers 0 et on a

1 ot 1 4t

e -1 1
n+ln(un):/ dt —— (=
U t n—+o0o

0
On en déduit que u,, ~ e’ ".

Exercice 81 : La fonction Arccos’ est intégrable sur [0, 1], donc

=v2(1-x).

1
Arccos(x) =

\/1—t2 PARE f Vv2(1-1)

Exercice 82 : Utiliser une intégration par partie.

Exercice 83 : En utilisant une intégration par parties, on a pour tout x € R que

+oo ) e—x2 +o0 e—t2 -x?
f(x):f e di = —f € dar=S"+o(fen),

2x 212 2x
donc on al’équivalent f(x) ol

Exercice 84 : En utilisant une intégration par parties, on a pour tout x € R que

X 2

+00 o— [ —-X +o00 t
f(x):f ert:e——f e—dt_—+o(f(x)),

—X

e
donc on al’équivalent f(x) ~ —.
+00 X
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Exercice 85 : Avec des intégrations par parties, on a pour tout x € [1, +oo[ que

X X

e’ e *el
xX)=—+— —2e+2f —dr.
! x  x? A
De plus, on a avec une autre intégration par parties que

xet eX xet eX xet e”
f —dt=——e+3f —dt=—+0f —dr| ~ —.
1 13 x3 1 4 x3 1 13 x—+o0o0 x3

On conclut que oot o
flx) = 7+P+ZF+O(F)'
Exercice 86 : On a en +oc le développement asymptotique
Inl+7n In@® 1

1
+—+¢€(t) avec e(t)=ol|l—=].
; p () (1) ( t2)

On en déduit en intégrant que pour tout x € [1,+oo[, on a

1, 1 [

f)=-In“(x)+1-—+ e(r)de.

2 X 1

Pour conclure, il suffit de remarquer que ¢ est intégrable sur [1, +oo[, donc on a

X +00 +00 +00 1
f e(t)dt:[ e(t)dt—f e(t)dt:f e(t)dt+o(—).
1 1 x 1 X

Exercice 87 : Avec des intégrations par parties, on a pour tout x € [2, +oo[ que

n'fo +0(1)
AR () '

De plus, on a avec une autre intégration par parties que

n—-1 k!x

Li(x)= )

e
i=o In**1(x)

fx d__ « +(n+1)fodt+O(l)
> In™l()  In"l(x) 2 In""*2(1p)

__* +0Ux L) _x
C In"*l(x) 2 In*1(g) ) x=+oo In"*1(x)

On conclut que

n |
Lix) =) kx o( al )

+
=0 lnk'+1(x) lnn+1(x)

Exercice 88 : On trouve f(x) I 1/(2x) et f(x) = 1/x.
(e 0]
Exercice 89 : D'une part, on a pour tout x € R} que
Xdt  [*cos?(t)-1
fx) = f 7 +f +dt =In(x) + O(1) by In(x).
1 1 *

D’autre part, on a pour tout x € R} que

_ [*1l+cosr) In(x) In(x)
f(x)—f1 T == +O(1)+oo 5

Exercice 90 : 11 suffit d’écrire pour tout x € R} que

x 171 +00 X _
f(x):[ g+(f 1—cos(r) dt—[ cos(1) dt)+f cos(1) ldt.
1 Vo t 1 ¢ 0 r

Exercice 91 :
2. Pour tout x e R}, ona

+00

o<xfw< [ e dr——o.
X X—+00
3. En utilisant une intégration par parties, on a
+oo ‘oo, 1
f fde=[tf()]g*> +f te”"dr= >
0 0

Exercice 92 :

3. On ala majoration

+00 xeft +o0o
0<xf(x)=f dtgf e 'dt ——0.
X

X t X—+00

4. 1l suffit d’écrire pour tout x € R} que

1dl’ 1 —l‘_l +00 1 X —l‘_l
f(x)=f —+(f = dt+f e—dt)—f c dr.
x t 0 t 1 t 0 t

5. En utilisant une intégration par parties, on a

+o0o +00
f fode= [tf(r)13°°+f e ldr=1.
0 0
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Exercice 93 : En utilisant deux intégrations par parties, on a

*90 cos(t)

X
VxeR}, ff(t)dtzl—xf Tdt.
0 X

De plus, en utilisant une nouvelle intégration partie, on obtient que

+00 t
f cots( )d O( ) lorsque x — 400,
X

ce qui permet de montrer que I'intégrale converge et est égale a 1.

Exercice 94 : En utilisant deux intégrations par parties, on a

X +00 qj t
VxeR?, f f(t)dt=xf S“t‘z( ) ar,
0 X

De plus, en utilisant une nouvelle intégration partie, on obtient que

+oo t
f 51rt1( )d O( ) lorsque x — +oo,
X

ce qui permet de montrer que I'intégrale converge et est égale a 0.

Exercice 96 :

1. Pour tout A € R}, on a avec une intégration par parties que

A 2y-1
fexp(lt dt——f Md.
0

On en déduit que I converge et que Im([) > 0.

1
2. En posant u = \/xt, on obtient que f(x) ot

o Vx

Exercice 98 : En découpant I'intégrale avec les intervalles [kr, (k+ 1)z] ou k € N
2In(x)

T

vérifie k + 1 < x et en encadrant, on obtient que f(x) o
(e.0]
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