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Intégrales dépendant

d’'un parametre

11 Il Théoreme de convergence dominée

Exercice 1: Déterminer la limite des suites de terme général suivant.

+00 +00
) ”f In(1+x/n) dx, i) f sm(nx)

x(1+x2) nx+x2
. +too  dx
(lll)f 1—— dx, (lv)f _—,
o x"+ef
dx +too n
(v) f _— (vi) f Arctan(nx)e™ ™ dx,
0 (I+x3V1+x" 0
R a1 U x\n
(vzz)fo 1+—xn+2dx, (vzzz)f0 (1+E)
+00 o1 +00
(ix) f 0 g, ) f
0 X 0

Exercice 2: Déterminer la limite de la suite (u,) ,eny définie par

+00 dx
vnen = [T

e 2" dx,

e *sin”(x) dx.

Exercice 3: Déterminer un équivalent de la suite (i) nenes; définie par

VneN®, un=fn,/1+(1_f)"dx
0 n

Exercice 4: Déterminer un équivalent de la suite (u,) ,en définie par

+00
VneN, u, :f e " Arctan(x) dx.
0

Exercice 5: Montrer que 'on al’égalité

. B +ooex
hmn e ¥ dx = f

n—-+oo

Exercice 6 : Soit (a,b) € (Ri)z. Montrer que

1 sa-1 +00 (_1\h
[ g
0

1+tb n:0a+bn

Exercice 7: Montrer que I'on a la relation
+00 +oo (- l)n 1
f = n2+ 2 t2

Exercice 8 : Justifier la convergence et calculer la somme de la série

(l)nl

7-[00
=52

1
Z(—l)”[ cos (nt?)dt.
0

Exercice 9: On considere la suite (u;,) ,eny définie par
/2
vneN, u, =f cos” () dt.
0

1. Etudier la convergence de la suite (i) nen-
2. Etudier la convergence de la série de terme général u,,.

3. Montrer la convergence et calculer la somme de la série Z (-D"uy,.
n=0
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Exercice 10: Soit x € R} . Pour tout n € N*, on définit

n t n +00
In:f 1 (1——) dt et F(x)zf e tdr.
0 n 0

1. Justifier que l'intégrale définissant I'(x) est convergente.

2. Justifier la convergence et calculer la valeur de I'intégrale I,, pour tout nn € N*.

3. Montrer que I'on a I’égalité

n*n!
(x+n)

T'(x)= lim
n—+oo x(x+1)---

Exercice 11 : Pour tout n € N*, on définit

ni t\"
In:f —[1-({1-—=] |dt et I=
o n

1. Justifier I’existence du nombre I.

+o0o

-t
—dt.
t

n
2. Soit n € N*. Montrer que l'intégrale I, converge et que I, = )_ k.
k=1
3. En utilisant la suite (I, — In(n)) ,en+, déterminer la valeur de 1.

Exercice 12 : Pour tout n € N*, on définit

/ :f+oo(e_x_e—nx)( 1 _l)dx et ] :f
" Jo l-e* x " Jo

1. Montrer que les intégrales I,, et J,, convergent pour tout n € N*.

+00 g=X _ g=NX

1-e™*

2. Calculer les intégrales J, et I,, — J, pour tout n € N*.

3. Justifier la convergence et calculer la valeur de I'intégrale

+00 1 1
I:f ex( ——)dx
0 l-e™* x

Exercice 13 : Pour tout n € N*, on définit

n t n +00
In:f (1——) In(r)dr et I:f e ‘In(r) dr.
0 n 0

1. Soit n € N*. Montrer que I'intégrale I,, converge et que

n n+l 1
In—m(ln(n)— Z E)

k=1

2. Montrer que I'intégrale I converge et déterminer sa valeur.

3. Justifier la convergence et calculer la valeur de 'intégrale
1 l_e—t_e—llt
J= f —dr.
0 t

Exercice 14 : Soit a € R. On considére la suite (u,,) ,en+ définie par
* " x\n _
VneN¥, un:f (1+—) e “dx.
0 n

2
u
1. Pour tout réel u > 0, montrer que u — 5 S <In(l+u) <

2. Etudierla convergence de la suite (u,) ,en+ €n fonction de a.

Exercice 15 : Soit f : R* — C une fonction continue admettant une limite ¢
en +oo. Déterminer la limite de la suite (i) ,en+ définie par

1 n
VneN*, un=—f f(x)dx.
nJo

Exercice 16 : Soit f : R* — R une fonction continue et bornée. Déterminer la li-
mite des suites de terme général suivant.

+00
(i) f ROICN

1+ n2x2

+00
(i) [ nf(x)e " dx,
0
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Exercice 17 : Soit f:R* — R une fonction continue et intégrable. Montrer que 12293 |l Théoréeme d’intégration terme 2 terme
: L f(nt) *oo . e
lim n dr= f(pde. Exercice 19 : Montrer les égalités suivantes.
n—+oo 0 1 t
+00 1 Z(t) 3 +00 ( l)n
Exercice 18 : Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Déterminer la limite des (@ nz::l n2’ (@0 o 1+12 = ;12::0 2n+1)3’
suites de terme général suivant.
11n1+t +00 _ln—l t +00 lnl
1 1 (iii)f—( )dt:Z( )2 , )f () —( ) L
(i) f f(Mde, D) f nt" f(r)dt. o I =1 N n= o @n+1)
0 0
Uln(e o +o0 gin(r P |
@ f _()zdt:‘ ITPFRITE i) f t—()dt:ZZ—’
o 1—-t¢ =0 2n+1) 0 el -1 n=1 he+1
1 Arctan(t oo (—n Hn()In(1 - ¢ o]
(vii) f Aretan(®) g, Y e (viii) f n@Oa=0 4, ) =,

+00 +00 t +00
. -t —
(zx)fo cos(vD)e dt—nzo( D" —— (2 )' (x)f0 N Z (2n+1)2

1 +00

(xi) [ t'dr=Y n7", (xii) f t dt—Z( n"tpn,
0 n=1

Exercice 20 : Soit (a,b) € (Rj‘r)z. Montrer que

+00 te—at
fo 1-e bt Z(a+bn)2

Exercice 21 : Montrer pour tout p € N* les relations suivantes.

=1 VnP (¢ 1
(z)f p'Z . )f . ()dt—( 1)? vz —T
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Exercice 22 : Calculer la somme ci-dessous en remarquant que

+00 (_1)11

1
,;‘0—(2n+1)(2n+2) =f0 Arctan(x)dx.

Exercice 23 : Calculer la somme ci-dessous en remarquant que

+00 1 1 x
y - f d.
S m+D2n+3) Jo 1+yx
Exercice 24 : On consideére la suite (1) ,en définie par
/2 7T
VnelN, uy, :f cos” (E sin(x)) dx.
0

1. Etudier la convergence de la suite (i) sen-

2. Ftudier la convergence de la série de terme général u,,.
Exercice 25: On consideére la suite (u,,) ,en définie par
+00
vneN, un:f e 'cos?™ (1) dr.
0

1. Etudier la convergence de la suite (i) sen-

2. Ftudier la convergence de la série de terme général u,,.

Exercice 26 : On considere les suites (i) zen €t (V5) nen définies par

VneN fl dt . f+°° dt
n , Up = —— et v, = _
"l a+)n "mh A+

1. Etudier la convergence des suites (i,,) nen €t (V) nen-

2. Etudier la convergence des séries de terme général u,, et v,.

Exercice 27 : On définit la fonction #: R — R par

+00 (_1\N 1
VteR, h(t):Z( Dt

4" (n! 2 e_t
n=0 (n-)

1. Montrer que & est € sur R.
+00

2. Montrer que f h(r)dr est convergente et calculer sa valeur.
0

Exercice 28 : On considére la fonction { :]1, +oo[ — R définie par
+00 1
Vx>1, X) = —.
¢(x) n; —

1. Montrer que la fonction { est continue sur ]1, +ool.

2. Montrer que I'on a la relation

+00 +00 1
-Ddx=) ———.
fz Cx)-1 n;z 20
Exercice 29 : On considere les fonctions f:R — R et g: R — R définies par
+00 xn 1 f(x) —f(IX)
VxeR, f(x)= et glx)=| ————
d nX::0 vn! s o tlin(n)*?

1. Montrer que les fonctions f et g sont définies sur R.

2. Montrer qu’il existe une constante c € R telle que

VnelN, f—dt:c n.
o t|ln(n))3?

3. Montrer que g(x) = cxf(x) pour tout x € R.

4. En déduire que f(x) > 0 pour tout x € R.
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VNI Intégrales a parametre réel

III.A - Exercices d’applications
Exercice 30: On consideére f: R — R définie par f(0) =1 et

VieR*, f(x)= Slr;(x).

1. Montrer que pour tout x € R, on a
1
fx) = f cos(tx)dt.
0

2. Montrer que f est de classe 4 sur R.

3. Montrer que sup | /" (x)| < pour tout n € N.

n+1
Exercice 31 : On définit 'application f : R} — R par

72 cos(t)
X+t

dt.

VxeR}, f(x) :f
0

1. Montrer que f est de classe ¢! et étudier les variations de f.

2. Déterminer un équivalent de f en +oo et en 0*.

Exercice 32 : On définit 'application f:] -1, 4+oco[ — R par

—t
e
dr.

+00
Vxe]-1,+o0l, f(x)=/; 7

1. Montrer que f est définie sur ] —1, +ool.

2. Montrer que f est solution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

3. Montrer que f est développable en série entiére.

Exercice 33 : On définit I'application f : R} — R par
e—t
X+t

dr.

+00
VxeR}, f(x) :f
0

1. Montrer que f est définie sur R.

2. Montrer que f est solution de I’équation différentielle xy’ = xy — 1 sur R}.
3. Déterminer un équivalent de f en +oo.
4

. Déterminer un équivalent de f en 0*.

Exercice 34 : On définit la fonction f:R} — R par

x-1

dr.

1
VxeR:, X) =
+ ) fo 1+t

1. Montrer que la fonction f est définie et continue sur R .
2. Montrer que f(x) + f(x+1) = 1/x pour tout x € R}.

3. Déterminer un équivalent de f en 0* et la limite de f en +oo.

Exercice 35: On définit 'application f:]0,1[ — R par

+00 dz—
Vxe]l0,1], f(x)zf0 m
Montrer que la fonction f est définie sur ]0, 1[.
Montrer que ¢ est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 1/2.

Déterminer un équivalent de f en 0" eten 1™,

R e

Montrer pour tout x € ]0,1[ que 'on a I'égalité

1 x-1 -X
f(x)=/ idt.
0

1+¢

5. Déterminer la borne inférieure de f.
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Exercice 36 : On définit I'application f:]1,+oco[ — R par

+00 dt
1+ tx°

Vxe]l,+ool, f(x):f
0

[o—

. Montrer que la fonction f est définie et de classe ¢! sur]1, +ool.

\S)

. Montrer pour tout x € ]1, +oo[ que

+00 tXn(f) ( 1
/ _ =
f(x)_f1 (1 + 1%)2 (rz l)dt'

w

. En déduire les variations de la fonction f.

W~

. Déterminer la limite de f en +ooeten1*.

Exercice 37 : On définit I'application f:R,; — R par

)
ext

1+ 2 dt.

+00
VxeRy, f(x) :f
0

1. Montrer que f est définie et continue sur R, .
2. Montrer que f est'unique solution de I'équation différentielle
oV

2vV/x

sur R} admettant une limite nulle en +oo.

y-y

3. Montrer que la fonction f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 38 : On définit 'application f: R — R par

—-Xt

+00 e
VxeR}, f(x):f de.
0

1+¢
1. Montrer que f est définie et dérivable sur ]0, +ool.

2. Montrer que f est I'unique solution de 1'équation différentielle xy' = xy — 1
sur R} admettant une limite nulle en +oo.

Exercice 39 : Montrer qu’il existe un unique réel x € R tel que

+oo | -t
0 1+t~

Exercice 40 : On définit f: R, — R par

e—t

1+1tx

+00
VxeRy, f(x) :f
0

1. Montrer que la fonction f est définie et de classe € sur R;.
2. Calculer £ (0) pour tout n € N.

3. Lafonction f est-elle développable en série entiere?

Exercice 41 : On considere la fonction f: R} — R définie par

—-xt

© _dr

+00
VxeR:, = .
*eRy f0 [0 1+¢2

1. Montrer que f est solution sur R} de (E): xy" +xy=1.
2. En déduire toutes les solutions sur R} de (E).

3. Montrer que pour tout x € R}, ona

_ +0 sin(1)
f(x)—f0 P dr.

Exercice 42 : On définit 'application f:R — R par

* d
=/ (1+ )2 - 12)

1. Montrer que la fonction f est définie et continue sur R.

VxeR, f(x)=

2. Déterminer la limite de f en 0 et en +oo.
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Exercice 43 : On définit 'application f:R — R par
/4
VxeR, f(x)= f cos(xsin(#))dt.
0

1. Montrer que f est de classe € sur R.
2. Montrer que f est solution de xy”" +y'+ xy =0 sur R.

3. Montrer que f est développable en série entiére.

Exercice 44 : Montrer que pour tout x € R}, on a

+OOAI X
[ ctan(x/1) dt:f In(?) dar.
0 1+ 12 0 2

Exercice 45 : On définit la fonction f:R — R par
+00 5
VxeR, f(x)= f e " sin(tx)dt.
0

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f est développable en série entiere.
3. Montrer que I'on a la relation

L i [* 22
VxeR, f(x)zée e’ '“dt.
0

Exercice 46: Soient f:]—1,+0o[—Ret g:]—1,+oo[ — R définies par

/2
Vxe]—1,+o0, f(x):f sin*(n)dr et g(x)=x+1)f(x)f(x+1).
0

Montrer que f est définie, continue et décroissante sur | — 1, +ool.
Montrer que (x+2) f(x+2) =(x+1) f(x) pour tout x € ] — 1, +o0l.
Déterminer un équivalent de f en —1%.

Montrer que la fonction g est périodique de période 1.

G e

Montrer que la fonction g est constante sur | — 1, +ool.

Exercice 47 - Fonction Gamma: On définit la fonction I' : R} — R par
+00
VxeR:, T(x)= f e !dr.
0

1. Montrer que I est définie et de classe € sur R}.
2. Montrer que I'(x + 1) = xI'(x) pour tout x € Rj.

3. Déterminer un équivalent de I' en 0.
4

. Montrer que I' est convexe et que In(I") est convexe.

III.B - Exercices théoriques

Exercice 48 : Soient f:R?> — R, u:R — R et v: R — R des fonctions continues. On
considere la fonction F : R — R définie par

v(x)

VxeR, Fx)= f(x, 1)dt.

u(x)

Montrer que F est continue sur R.

Exercice 49 : Soit f : [0,1] — R une fonction continue et positive. On définit la
fonction F: [0,1] — R par

1
Vxe[0,1], F(x)= f f(n*dr.
0
1. Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'(0).

2. En déduire lin(l)f(x)l/x.
X—

Exercice 50 : Soit n € N*. Soit f : R — R de classe ¥’ sur R vérifiant
fO=fO=-=f"0=0.
Montrer qu'il existe une fonction % : R — R de classe € telle que

VxeR, f(x)=x"h(x).
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Exercice 51 - Produit de convolution : Soient f:R — R et g: R — R deux fonc-
tions continues et T-périodiques avec T > 0. On définit f * g: R — R par

T
VxeR, (f*g)(x)=f0 fx—-10g(t)dr.

Montrer que f * g est une fonction continue et T-périodique.

III.C - Application aux calculs d’intégrales

Exercice 52 : Pour tout n € N, on définit la fonction I, : R} — R par

. +oo dr
VxeR,, In(x):/0 W
1. Montrer que I, est de classe €' pour tout n € N.
2. Déterminer une relation entre I, et I), pour tout n € N.
3. En déduire que pour tout n € N et

2n)! T
22n+1(p1)2 T 2n+l

VxeR:, @nx)=

Exercice 53 : Pour tout (x, y) € ([Rij‘r)z, calculer l'intégrale

+00 o= Xl _ o= Y1
flx,y) = f e e ; " ar
0

Exercice 54 : Soit (a, b) € (R*)2. On définit la fonction f :R — R par

+ e—ut_e—bt
VxeR, f(x)= f — cos(xt)dt.
0

Montrer que la fonction f est définie sur R.
Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’(x) pour tout x € R.

Déterminer la limite de f en +oo.

e

En déduire une expression de f(x) pour tout x € R.

Exercice 55 : On consideére la fonction d’'une variable réelle
f —xt sh(t)
x —

1. Montrer que f est définie et de classe &' sur]l,+ool.

2. Montrer que la fonction ¢ — e~ *sh(#)¢~! est bornée sur ]0, +oo[. En déduire
la limite de f en +co.

3. En déduire une expression de f(x) pour tout x € |1, +ool.
Exercice 56 : On définit la fonction f: R} — R par
. +00 gin2(¢) xt
VxeR,, f(x) = — dr.
0

1. Montrer que f est définie et de classe €' sur R?.
2. Déterminer la limite en +oo de la fonction f.

3. Calculer f'(x) et f(x) pour tout x € R}.

Exercice 57 : Pour tout x € | — 1, +oo|, calculer I'intégrale

Vr—1 .
f(X)—/(; mt dr

Exercice 58 : Pour tout x € ] — 1, +o0[, calculer I'intégrale
1 4x _

In(?)

dr.

f) =
0
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Exercice 59 : On définit la fonction f:] -1, +oo[ — R par

Ln(1 + tx)

—dt.
o Vi(l-1)

1. Montrer que la fonction f est définie et dérivable sur ] — 1, +ool.

Vxe]-1,+o0[, f(x)=

2. Calculer f'(x) pour tout x €] —1,+ool.

3. En déduire une expression de f(x) pour tout x € ] — 1, +ool.

Exercice 60 : On définit la fonction f : R — R par

+00 In(1 + x2£2)

VxeR, f(X):fo thdt

1. Montrer que la fonction f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f est de classe ¢! sur R* et calculer f'(x) pour tout x € R*.

3. En déduire une expression de f(x) pour tout x € R.

Exercice 61 : On définit la fonction f: R — R par

+00 In(x2 + 12)
VxeR, = —dt.
XE€E fx) fo T2

. Montrer que la fonction f est définie et continue sur R.

. Montrer que f(0) =0 en posant u=1/¢.

*

. Montrer que f est de classe ¢! sur R* et calculer f'(x) pour x € R*.

O S

. En déduire une expression de f(x) pour tout x € R.

Exercice 62 : On définitla fonction f:] -1, +oo[ — R et I'intégrale I par

LIn(1 + tx) ) I—fl In(1+1) dr
Miral

Vxe]—1,+oo[, f()C):A[0 Wdt 1+t2

1. Montrer que la fonction f est définie et dérivable sur ] — 1, +ool.
2. Montrer que pour tout x €] —1,+oo[,on a

In(2)
2

*In(l1+t
Arctan(x) + = In(1+x%) - f Ina+n
8 o 1412

fl) =

3. En déduire la valeur de l'intégrale I.

Exercice 63 : On définit la fonction f: R, — R et 'intégrale I par

+00 Arctan(xt) d et I- f+°° Arctan?(¢) dr
A )

vxrER., f(x)=f0 t(1+12) 12

1. Montrer que la fonction f est défini sur R et que f(0) = 0.

2. Montrer que f est de classe ¢! sur R.

3. Calculer f'(x) et en déduire une expression de f(x) pour tout x € R.
4

. En déduire la valeur de I.

Exercice 64 : On définit la fonction f:R — R par

72 Arctan(xtan(t))
tan(?)

VxeR, f(x)= f

0

. Montrer que la fonction f est définie et dérivable sur R.
. Calculer f’(x) pour tout x € R.

1
2
3. En déduire une expression de f(x) pour tout x € R.
4

. En déduire la valeurs des intégrales

/2 t /2 .
I—fo Po—— dr et ]—[0 In(sin(1)) dt.
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Exercice 65 - Intégrale de Gauss : On définit les fonctions f:R—Ret g:R—R

par
_ 2y .2
1 e 1+19)x

f(x):f e ’dr et g(x):f
0

0 1+ 12

1. Montrer que f(x)2 + g(x) = /4 pour tout x € R.

+00

2. En déduire la valeur de I = f e dr.
0

Exercice 66 - Intégrale de Gauss : On définit la fonction f: R, — R par

+too  @=Xt +00 o=t
f(JC)Zj(; mdt et IZ\/(; Wdt
. Justifier que I est convergente et que f est définie sur R, .
. Montrer que f est solution sur R* de I'équation différentielle y' — y = Ix~ /2.

. Calculer f(0) et déterminer la limite de f en +oo.

=W N -

. En déduire la valeur de 'intégrale 1.

Exercice 67 : Pour tout x € R, calculer I'intégrale

+00 2
f(x) =f e el*dt.

(e o]

Exercice 68 : Pour tout x € R, calculer I'intégrale

+00 2
flx)= f e "ch(2xp) dr.
0

Exercice 69 - Transformée de Fourier : On définie la transformée de Fourier de
toute fonction continue et intégrable f:R — C par

+00 .
VxeR, f(x):f f(ne > dr.

1. Soit f : R — C une fonction continue et intégrable. Montrer que f est définie,
continue et bornée sur R.

r

2. On considere la fonction f:R — R définie par f(¢) =e~ ’ pour tout t € R.

(a) Montrer que f est solution d’'une équation différentielle d’ordre 1.

(b) Déterminer une expression explicite de f (x) pour tout x € R.
Exercice 70 : Pour tout x € R, calculer les intégrales

(@) f(X)=f
0

Exercice 71 : Pour tout x € R, calculer les intégrales

to0 e~ cos(xt) f+°° e lsin(xt)
= _— dt t = —_— dt
fx fo /i et gx) A /i

+00

) t00 5 a2
e ! cos(x1)dt, (ii) glx) =f e 2 dt.
0

Exercice 72 - Intégrale de Dirichlet : On considere la fonction f:R; — R etl'in-
tégrale I définies par

+00 qj +00 i
VxeR, f(x) =f &txne_tdt et I =f smt(t) dr.
0 0

1. Montrer que f est définie et dérivable sur R.
2. Déterminer une expression de f’(x) et de f(x) pour tout x € R.

3. En déduire la valeur de I'intégrale I.
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Exercice 73 - Intégrale de Dirichlet: On considere la fonction f: R, — Retl'in-
tégrale I définies par

+00 gin (¢t +00 gin(f
VxeR,, f(x):f &t()e_“dt et I:/ smt( )dt.
0 0

. Montrer que f est définie et continue sur R..
. Montrer que f est de classe &1 sur R et calculer f’(x) pour tout x € R}.

. Déterminer la limite en +oco de la fonction f.

=W N

. En déduire une expression de f(x) pour tout x € R} etla valeur de I.

Exercice 74 - Intégrale de Dirichlet: On considere la fonction f: R, — Retl'in-
tégrale I définies par

o0 1 —cos(t *oo gin(¢
VxeR,, f(x)=f T()e‘“dt et I:f t( )dt.
0 0

. Montrer que f est définie et continue sur R..

. Montrer que f est de classe &2 sur R et calculer f”(x) pour tout x € R}.

. T / _
. Montrer que xlirpoo flx) = xlirpm f(x)=0.

=W N

. En déduire une expression de f(x) pour tout x € R} etla valeur de I.

Exercice 75 - Intégrale de Dirichlet: Soient f:R — R et g: R — R définies par

*0 cos(xt)
1+ 12

%0 1 —cos(xt)
dr t = _—
et g(x) fo 2(1+12)

VxeR, f(x)=f
0

1. Montrer que f et g sont définies sur R.
2. Montrer que g est de classe €2 sur R et que g”" = f.
3. Montrer que 'on a la relation
* " Y4 +00 gin? (2)
VxeRy, g(x)—g(x)zg—lx avec I:fo 2 dr.

4. En déduire une expression de f(x) et de g(x) pour tout x € R, puis de I.

Exercice 76 : On consideére les fonctions f:R— C et g:R — C définies par

+00 eitx +00 eitx
Y R, = dr t = ——dr.
YeR S0 f_oo 2 et 8w f_oo (1+ 12)2

1. Montrer que g est définie et de classe € sur R.

2. Montrer que f est définie sur R et de classe ¢! sur R*.

3. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f sur R*.
4. En déduire une expression de f(x) et de g(x) pour tout x € R.

Exercice 77 - Intégrale de Fresnel : On considere la fonction f: R — C et 'inté-
grale I définies par
+00 e—(t2+i)x2

— dr et I= " - g
2 +i © B 0 © )

VxeR, f(x)=f
0

1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Déterminer la limite en +oco de la fonction f.

3. Montrer que f est dérivable sur R} et calculer f’(x) pour tout x € R .
4. En déduire la valeur de 'intégrale 1.

Exercice 78 : On considere la fonction f : R, — R définie par
11— cos(t *+o° cos(t
VxeR:, f(x) :f f()e_xtdt—/ #e_“dt.
0 1

. Montrer que la fonction est définie sur R, et dérivable sur R .

N =

. Montrer que lim f(x)=0.
X—+00

w

. Pour tout x € R}, calculer f '(x) et en déduire que
1. (x*+1 +00 o=t
x)=-=In - —dt.
f 2 ( x2 ) fx t
4. En déduire que I'on a I’égalité

1 1— -t +00 o1
£(0) = f - f ¢ ar.
0 r 1 t
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—— Solutions partielles —

Exercice 1 : Les limites sont les suivantes.

LT .. . 1
(@) —, (i7) O, (iii) 1, (iv) 1--,
2 e
v T 0@ wi) = (wii) 1 wiii) 1
1 5 vi 5 ii) 1, iii) 1,
(ix) 0, ) 0.

Exercice 2 : La suite (1) ,en converge vers 1/2 par convergence dominée.
Exercice 3 : En posant u = x/n, on obtient que u, ~ n.
Exercice 4 : En posant u = nx, on obtient que u,, ~ n=2.

Exercice 5 : Poser u = x" et utiliser le théoréme de convergence dominée.

Exercice 8 : On montre que la série converge et que sa somme est égale a 1/2 en
remarquant que pour tout n €N, on a

) 1 -n" ! 1/2) 12
Z(_l)kf COS(ktZ)dt:1+ ( 1) f COS((n+ / )t )
k=0 0 2 2 0 cos(12/2)

Exercice 9 : Si la série convergeait, alors le théoréme d’intégration terme a terme
s’appliquerait. Mais l'intégrale obtenue est divergente, donc la série est diver-
gente. Par convergence dominée, on a

+00 /2
Z (—D"up :f
n=0 0

— /2 _
T+ cos(l) [tan(z/2)]; 1.

Exercice 10 : En utilisant des intégrations par parties, on obtient que

n*n!

vneN*, I,= .
x(x+1---(x+n)

Exercice 11 :

2. En posant u = t/n, on obtient que

11_ 1- n 1 n noq
In:f initinl. AP H Ya-wldu=Y —.
0 u 0 k=1 k:lk

3. On apour tout n € N* que
ndr 1 r)" n1 r)"
In—ln(n)zln—f —:f —(1—(1——) )dt—f —(1——) dr.
1t oI n 1t n
En passant a la limite avec le théoréme de convergence dominée, ona I =7y.

Exercice 12:

1. D’une part, on a pour tout n € N* que

+00
]n:f
0

D’autre part, on a pour tout n € N* que

+00 g=NX _ g=% ne p—x

dx = — lim erx: ~In(n).

I,—J,=lim
e—0" £

e—0* £ X

2. En utilisant le théoréme de convergence dominée, on a que la suite (1) en=

converge vers I. On en déduit avec le développement asymptotique de la
série harmonique que I =y.
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Exercice 13 :

1. En posant u =1 —t/n dans l'intégrale, on obtient

1 1
I,= nf u'"In(n(1l-w)du= Lln(n) + n[ u"In(1 — w) du.
0 n+1 0

Finalement, on remarque en utilisant une intégration par parties que

1 n+l _ 1 1 lun+1_1
fu”ln(l—u)du= InQ-u)| - f du
0 +1 o n+1lJo u—1
1 1 n 1 n+11
=— Zukdu:—— —.
n+1lJo ;= n+l =k

2. En utilisant le théoréme de convergence dominée, on a que la suite (1) yen=
converge vers I. On en déduit avec le développement asymptotique de la
série harmonique que I = —y.

3. Avec un changement de variable et une intégration par parties, on a

1 1-— -t +00 o=t +00 p— 1
1:[ © dt—f € dr=lim (—ln(x)—f e—dt)
0 t 1 t x—0* X t

+o00
((e_x -1 In(x) —f e 'In(1) dt) =—I=y.
X

= lim
x—0*

Exercice 14 :

2. Sia >1,lasuite converge par convergence dominée. Si a < 1, on obtient que
la suite (u,,) ,en+ €n remarquant a ’aide de la question précédente que

Vn
vneN*, u, 2e_1/zf el=®* 4y
0

Exercice 15 : En posant u = nx, on trouve ¢.
Exercice 16 : En posant u = nx, on trouve f(0) et 7 f(0)/2.

Exercice 19 : Pour appliquer le théoréme d’intégration terme a terme au (vi), on
peut utiliser la majoration |sin(#)| < |#].

. In(2)
Exercice 22 : On trouve /4 — T

Exercice 23 : On trouve 5/3 — 2In(2).

Exercice 24 : Si la série convergeait, alors le théoréme d’intégration terme a terme
s’appliquerait. Mais l'intégrale obtenue est divergente, donc la série est diver-
gente.

Exercice 25 : Si la série convergeait, alors le théoréme d’intégration terme a terme
s’appliquerait. Mais l'intégrale obtenue est divergente, donc la série est diver-
gente.

Exercice 26 : Si la série Z u, convergeait, alors le théoreme d’intégration terme
a terme s’appliquerait. Mais 'intégrale obtenue est divergente, donc Z U, est di-
vergente. En majorant v, on obtient que ) _ v, est convergente.

Exercice 27 : Lintégrale est égale a e~ /4.

Exercice 29 :
2. Poser u=t".

4. Raisonner par I'absurde et considérer xy = sup{x € R| f(x) = 0} € R* avec la
relation de la question précédente.

Exercice 31 : En encadrant le dénominateur, on obtient que f(x) I 1/x. En en-
o0
cadrant le numérateur, on obtient que f(x) 0~+ —In(x).

Exercice 32 :
1

e(x+1)

2. Utiliser le théoréme d’intégration terme a terme pour montrer que f est dé-
veloppable en série entiere.

1. Lafonction f est solutionde y' —y =
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Exercice 33 :

3. En utilisant u = x + ¢ et une intégration par parties, on a

4. Enintégrant une relation de comparaison, on a

+00 o~ U 1 ,—u +00 p— U 1 d
f(x)=exf e—duzex(f © du+f ¢ du)~f & .
X u X u 1 u 0t Jx U

Exercice34:0na f(x) ~1/xet lim f(x)=
0t X—+00

Exercice 35 :
2. Utiliser le changement de variable u=1/¢.

3. On alarelation
L de +too dp +oo dr 1 1
=] ——+ - — ==+ 0() ~ ~.
f) fo *(1+1) fl px+l fl *tl1+p x ()0+x

1
En utilisant la symétrie, on a f(x) ~ kgt
X

4. Couper l'intégrale en 1 avec la relatlon de Chasles, puis poser u = 1/t dans
I'intégrale sur ]1, +ool.

5. Pour tout £ €10, 1], lafonction x — t*~!+¢~* admet son minimum en x = 1/2.
En utilisant u = /£, on en déduit que la borne inférieure de f est

f(l)_f+oo dt _2f+oo du B
2) b via+n “Jo 1+uz

Exercice 37 : On déduit de I'équation différentielle que la limite de f’ en 0% est
égale a —oo, donc par le théoréme des accroissements finis, il en est de méme
pour la limite du taux d’accroissement en 0.

+oo ln(t)e ¢

Exercice 39 : Montrer que f:x— f dr est de classe ¢! sur R, stricte-

ment décroissante sur R et que
+00 1
lim f(x) =f 1n(t)e"dt>o>f In(t)e”'dr= lim f(x).
X——00 1 0 X—+00

Exercice 41 : Pour la derniére question, on a pour tout x € R} que

+00 gj 0O w3 oo
g(x) =[ sin() dt:cos(x)f sin(®) du—sin(x)f cos(u) d
0 r+x . u B »

On en déduit que g est solution de (E) et que sa limite est nulle en +oo, ce qui
permet de conclure que f = g.

Exercice 42 : Poser t = ux.
Exercice 44 : Les deux expressions ont la méme dérivée.

Exercice 45 :

1. En utilisant le théoréme d’intégration terme a terme, on a

o (-1)"n!

vreR fl)= n;o 22n+1)!

2n+1

2. 1l suffit de remarquer que f est solution de 2y’ + xy = 1.

Exercice 46 :
3. En utilisant la relation précédente, on a f(x) o ﬁ
4. Utiliser la relation de la question 2.
5. On commence par remarquer que g(n) = /2 pour tout n € N. Ensuite,
comme la fonction f est décroissante, on a pour tout x € ] — 1, +oo[ et tout

neN que

+n+1
lx]+n+1

x+n+1

mg(LxJ+n+l)<g(x+n)<

g(lx] +n).

On conclut en prenant la limite lorsque n — +o0o que g(x) = —
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Exercice 47 : Exercice 59 :
3. On al’équivalent I'(x) (; 1/x. 2. Soitx€]—1,+oo[. En posant u=+/t/(1—-1t),ona
4. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient pour tout réel x € R} , 1] 7 +00 212
I'inégalité I (x)T'(x) — T'(x)? > 0, ce qui implique la convexité de In(T'). [ :fo 1+ ix \/ :dt :j; 1+ 0+1+0D d
Exercice 48 : Faire un changement de variable pour se ramener a une intégrale On en déduit en utilisant une décomposition en éléments simples que
sur l'intervalle [0, 1].
fw=2-—2—.
; : 1/x ! X xv1+x
Exercice 49 : On trouve IIII%) f)" =exp f In(f () dt].
X—
0 3. En utilisant que f(0) =0, on obtient que
Exercice 50 : Par la formule de Taylor avec reste intégrale, on trouve que
vxel-1 L o=l x(VI+x+1)
+ 1 (15 x€]—1,+o0[, ) =mln|——e———="|.
VxeR, h(x)=u=f -t L0 g 4(Vi+x-1)
x" 0 (n—-1)!

Exercice 60 : On trouve f(x) = wIn(1+|x]|).
Exercice 53 : En dérivant, on obtient que f(x, y) = In(y) —In(x).

Exercice 61 : On trouve f(x) = wln(1+|x]|).

. 1. (x%+D?
Exercice 54 : On trouve f(x) = ~In| 5—|.
2 \x*+a Exercice 62 :
. . 1 x+1 2. Onremarque pour tout x €] — 1, +ool et tout £t €10, 1[ que
Exercice 55 : En dérivant, on obtient que f(x) = —In (—)
2 x—1 t 3 -X N X+t
Exercice 56 : Pour tout x € R*, on a A+xA+13)  (P+DI+1x)  P+DEE+1)
, x 1 1 244 On en déduit pour tout x € ] — 1, +oo[ que
f(x):z——— et f(x)=-In 5
2(xc+4) 2x 4 X , Inl+x) #© x In2) 1
f)=-—3 152 2.1°
42 x-+1 4 x-+1 2 x“+1
Exercice 57 : En dérivant, on obtient que f(x) =In (m) ()
mln
3. En calculant f(1), on en déduit que I = "

Exercice 58 : En dérivant, on trouve f(x) =In(1 + x).

b2
Exercice 63 : On trouve f(x) = ) In(1+ x). En utilisant une intégration par parties,
on trouve I = wIn(2).
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Exercice 64 :

2. Soit x € R. En posant © =tan(¢), on a

/2 +00
o f
0 0

On en déduit en utilisant une décomposition en éléments simples que

a
1+ x2tan(t)

du
1+ u?)(1 +x2u?)’

/4

FO =3

3. En utilisant que f(0) =0, on obtient que

b4
—In(l+x) si x>0

VxeR, f(x)=
—Eln(l—x) si x<0.

T
4. On adirectement I = f(1) = > In(2). En utilisant une intégration par parties,

=T
ona]——2 n(2).

Exercice 65 :

1. Dériver pour établir la relation.

VT

2. Ontrouve I = 7

Exercice 66 :
3. Ona f(0)=met xgrpmf(x) =0.

4. On déduit des questions précédentes une expression de f, puis que I = /7.

X
Exercice 67 : En utilisant que f est solution de y’ — 3 y=0,0ona f(x)= \/Eele 4,

7'[ 9
Exercice 68 : En utilisant que f est solutionde y' —2xy =0, ona f(x) = %exz.

X
Exercice 69 : En utilisant que f est solution de y’ + > y=0,0ona f(x) = \/ﬁe‘xz/ 4,

Exercice 70 :

X 7
1. Enremarquant que f est solution de y' + Ey =0,0ona f(x) = ge_xz/‘l.
2. En remarquant que g est paire, continue sur R et qu’elle est solution de
VT

I'équation différentielle y’ + 2y = 0 sur R, on obtient que g(x) = Te‘z'x'.

Exercice 71 : La fonction h = f +ig est solution de 2(x +1i)y' + y =0, donc on a

VieR h(= YT (iArCtan(x).

(1+x2)1/4 2

On en déduit pour tout x € R que

()_\/E Vi+x2+1 . ()_\/@ Vi+x2-1
fx)= 2\/ 1+ x? o &= 2\/ 1+x2

Exercice 72 :

1. Pourtout xeR,ona f'(x) = 1 et f(x) = Arctan(x).

+ x?
2. En posant u = xt, puis en coupant I'intégrale en 1 et en appliquant une in-
tégration par parties a I'intégrale sur ]1, +oo[, on en déduit avec le théoréme

b2
de convergence dominée que [ = lim f(x)= —.
X—+00 2

Exercice 73 :

1. Pour la continuité, couper I'intégrale en 1 et faire une intégration par parties
alintégrale sur |1, +ool.

2. Ona f'(x) =

To 2 Pour tout x e R}.
X

4. On en déduit que pour tout x e R}, ona

flo = g _Arctan(x) et I=f(0)= g
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Exercice 74 :

2. Ona f’(x)=—-

7 pour tout x e R}.

4. On en déduit que pour tout x € R}, ona

f(x) = xIn(x) - gln(x2 +1) — Arctan(x) +g et I=f(0)==

Exercice 75 :

3. Utiliser une décomposition en éléments simples et des changements de va-
riable pour faire apparaitre I.

4. En résolvant I’équation différentielle obtenue a la question 3, puis en utili-
sant que g(0) = g’(0) = 0 et que la fonction f est bornée sur R, on obtient

que
T T
VieR, fx)=—e gx= S (e W _1+1x]) et I=3.
Exercice 76 :
2
2. Ona f(x) = —;g’(x) pour tout x € R*, donc f est ! sur R*.

3. En utilisant la relation précédente, on a

. 20— _1ea_2
VxeR*, f(x)= xf(x)+x(f(x) g(x))—xf(x) xg(x).

On en déduit que f est de classe € sur R*, puis en dérivant 2 nouveau, on
obtient que f"(x) = f(x) pour tout x € R*.

4. En utilisant ’équation différentielle précédente et en remarquant que f est
bornée et que f(0) = 7, on en déduit que f(x) = e Xl pour tout x € R. En

b2
utilisant la question 2, on en déduit que g(x) = ) (Ix]+1)e” ™ pour tout x € R.

Exercice 77 :

3. En utilisant I'intégrale de Gauss, on a f'(x) = —\/ﬁe_i"2 pour tout x € R.

4. On déduit de la question précédente avec une intégration que

f+oo dt (f+m dt . j‘+oo dt
—1
\/_ 241 v \Jo o tht+1

LN . 7 z N n
car les deux dernieres intégrales sont égales a ——.
2v/2

12
+1

ml-—i
2 2

)

Exercice 78 :
—-X

X

3. Pour tout x € R}, ona f'(x) = + .
* ! x x2+1
4. En utilisant une intégration par partie sur la seconde intégrale dans la défi-
nition de f, on montre que f est continue sur R,.
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