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— Géomeétrie élémentaire —

Géométrie élémentaire du plan

Dans tous les exercices de cette partie, on considere un plan affine euclidien
orienté & muni d’un repére orthonormé direct (0,7, 7).

I.A - Produit scalaire et déterminant

Exercice 1 : Déterminer la nature du triangle ABC dans chacun des cas suivants.
(i) Les points sont définis par A(-1,2), B(6,6) et C(5,-2).
(ii) Les points sont définis par A(-2,-3), B(2,4) et C(4,1).
(iii) Les points sont définis par A(2,1), B(—-2,1) et C(4,3).
(iv) Les points sont définis par A(2,—1), B(—1,2) et C(3,1).

Exercice 2 : Montrer qu’il n’existe pas trois points distincts du plan a coordon-
nées entieres formant un triangle équilatéral.
Exercice 3: On considere un triangle ABC du plan tel que

AB=2, AC=3 et CAB=60°.

Calculer la longueur BC.

Exercice 4: On consideére un triangle ABC du plan tel que
AB=2, AC=1 et CAB=45".

Calculer la longueur BC.

Exercice 5: On considére un triangle non aplati ABC du plan.
1. Montrer que I’on a la relation
BC  AC _ AB
sin(A)] ~ [sin(B)] _ [sin(C)]

2. Onsuppose que AB =4, A= 60° et B = 45°. Calculer les longueurs AC et BC.

Exercice 6 : On fixe m € R et on considére les vecteurs du plan définis par

L [(m+1 ot T mZ-2m+1
Uml -1 Um\m2 yom+1)

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
vecteurs ii,, et U, soient orthogonaux.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
vecteurs ii,, et U;, soient colinéaires.

Exercice 7: On fixe m € R et on considere les vecteurs du plan définis par
T U I
"\m?-m "\m-1)
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
vecteurs i, et Uy, soient orthogonaux.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
vecteurs ii,, et U,, soient colinéaires.

Exercice 8: On fixe m € R et on considere les vecteurs du plan définis par

. (m?-3m+2 R
| 2 et U

m+1

m—1)

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
vecteurs ii,, et Uy, soient orthogonaux.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
vecteurs ii,, et U,, soient colinéaires.
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I.B - Droites du plan

Exercice9: Déterminer une équation cartésienne et une représentation paramé-
trique de chacune des droites suivantes.

(i) Ladroite &) passant par A(2,3) et dirigée par #(2,1).
(ii) La droite &, passant par A(—1,3) et B(2,1).
(iii) La droite &5 passant par A(2,1) dont un vecteur normal est 7(—2,3).

Exercice 10: On considere les points A(2,3), B(1,0), C(1,1) et le vecteur #(2,1).

1. Déterminer une équation cartésienne et une représentation paramétrique
de la droite (AB).

2. Déterminer une équation cartésienne et une représentation paramétrique
de la droite & dirigée par ii et passant par C.

3. Déterminer l'intersection des droites (AB) et 9.

4. Calculer la distance de C a (AB) et le projeté orthogonal de C sur (AB).

Exercice 11: On considere le point A(1,1) et les droites du plan définies par
X = X =

9:{
1y= y =

Déterminer I'intersection des droites 2, et %-.

-2+3t
1+t

-1+2¢

et @22{ o4t

Déterminer une équation cartésienne des droites 7 et %».
Calculer la distance de A a 2 et le projeté orthogonal de A sur % .

A

Calculer la distance de A a %, et le projeté orthogonal de A sur .

Exercice 12: On considére les points A(4,—-1), B(-2,2) et C(1,1) du plan.

1. Déterminer une équation cartésienne et une représentation paramétrique
de la droite (AB).

2. Calculer la distance du point C a la droite (AB).

3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

Exercice 13: On considére les points A(—1,2), B(5,4) et C(2,—2) du plan.
1. Déterminer une équation cartésienne de chaque hauteur du triangle ABC.
2. Déterminer les coordonnées de I'orthocentre du triangle ABC.
3. Déterminer I'aire du triangle ABC.
4

. On note A’ I'intersection entre (BC) et la hauteur du triangle ABC issue du
point A. Calculer la longueur AA’.

Exercice 14 : On fixe m € R et on considere les points du plan définis par

A2,-1), B(m,1), C(0,1) et D(m,—m).

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
droites (AB) et (CD) soient paralleles.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
droites (AB) et (CD) soient perpendiculaires.

3. Déterminer une équation cartésienne des droites (AB) et (CD).

4. Déterminer l'intersection des droites (AB) et (CD).

Exercice 15: On consideére la droite & d’équation cartésienne 2x +3y = 1.

1. Déterminer une équation cartésienne et une représentation paramétrique
de la droite orthogonale a & passant par le point A(1,1).

2. Calculer la distance du point A ala droite 2.

3. Déterminer le projeté orthogonal du point A sur la droite .

Exercice 16 : On consideére les trois droites du plan définies par

P :4x+3y-6=0, %, :3x—-4y-2=0, Z3:y+6=0.

1. Déterminer les points a égale distance des droites 2, 2 et Zs.

2. Quels sont les cercles tangents a ces trois droites?
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Exercice 17 : On considére les points A(1,1) et B(3,—1) du plan.
1. Déterminer une représentation paramétrique de la médiatrice de [AB].

2. Déterminer les points C du plan tels que le triangle ABC est équilatéral.

Exercice 18: On considére les points A(—1,2), B(3,4) et C(5,—2) du plan.
1. Déterminer une équation cartésienne de chaque médiane du triangle ABC.

2. Déterminer les coordonnées du centre de gravité du triangle ABC.

I.C - Cercles

Exercice 19 : On considere les points A(9,3), B(-3,7) et C(-2,—3) du plan et la
partie définie par
€ :x*—8x+y*—6y+20=0.
1. Déterminer la nature géométrique de €.
2. Déterminer I'intersection entre ¥ et la droite (AB).

3. Déterminer l'intersection entre % et la droite (AC).

Exercice 20 : On considére les points A(—4,3), B(2,1), C(-5,4) et D(-3,-2) du
plan.

1. Déterminer une équation cartésienne du cercle ¢ de diametre [AB].

2. Déterminer l'intersection entre le cercle € et la droite (CD).

Exercice 21 : On consideére la droite & d’équation cartésienne x + y = 3 et I'en-
semble du plan %’ d’équation cartésienne x> + y*> —4x+2y+1=0.

1. Déterminer la nature géométrique de %
2. Déterminer la nature de l'intersection entre ¢ et la droite 2.

3. Déterminer I'intersection entre ¥ et la droite 9.

Exercice 22 : On fixe m € R et on considere les parties du plan définies par

P :x+y=3, G X2+ Y —Ax+2y=m.

1. Déterminer la nature géométrique de %, en fonction du parametre m.

2. Déterminer la nature de l'intersection de & avec %, en fonction de m.

Exercice 23 : On consideére les trois parties du plan définies par

Cl: XP+2x+Y°=0, G X2 +4x+YP+2y=0, G3: x> +4x+y +2y=4.

1. Déterminer la nature géométrique de 61, 6> et 63.

2. Déterminer les intersections é1 N 6>, €1 N 63 et 6> N 3.

Exercice 24 : On considére les points A(—1,2), B(6,6) et C(5,—2) du plan.

1. Déterminer une équation cartésienne de chacune des médiatrices du tri-
angle ABC.

2. Déterminer les coordonnées du centre du cercle circonscrit du triangle ABC.

3. Déterminer une équation cartésienne du cercle circonscrit au triangle ABC.

Exercice 25: On considere les points A(-3,3), B(-1,3) et C(—1,—1) du plan.
1. Déterminer une équation cartésienne du cercle ¢ passant par A, Bet C.

2. Déterminer le centre et le rayon du cercle .
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GG I Géométrie élémentaire de I'espace

Dans tous les exercices de cette partie, on considére un espace affine & euclidien
orienté de dimension 3 muni d'un repére orthonormé direct (0,7, 7 k).

ILLA - Produit vectoriel et produit mixte
Exercice 26 : On considére les points de 'espace
A(L,0,1),

B(-1,1,1), C(2,2,-1) et D(-2,1,1).

Déterminer le volume du parallélépipede engendré par fﬁ, AC et AD.

Exercice 27 : On fixe m € R et on considere les points de I'espace

A(1,0,1), B(-1,1,1), C(2,2,-1) et D(m,2,1).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que les
quatre points A, B, C et D soient coplanaires.

Exercice 28 : On fixe a € R et on considere les vecteurs
i(1,1,1), ©(1,2,4) et w1, a d).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel a pour que (i, U, i0)
soit une base de R,

II.B - Droites et plans dans I’espace

Exercice 29 : Déterminer une équation cartésienne et une représentation para-
métrique de chacun des plans suivants.

(i) Le plan (£7) passant par A(1,0,1) et dirigé par ii(2,1,0) et v(1,1,1).
(i) Le plan (&%) passant par A(1,1,1),B(2,-1,1) et C(-1,-1,2).

(iii) Le plan (£73) passant par A(2,1,1) dont un vecteur normal est 7i(-2,3,—1).

Exercice 30 : On considere les quatre points

A(l,1,1), B(2,-1,1), C(-1,-1,2) et D(,1,0).

1. Déterminer une représentation paramétrique du plan (ABC).
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).
3. Calculer la distance de D a (ABC) et le projeté orthogonal de D sur (ABC).

Exercice 31 : On considere le plan &7 d’équation cartésienne x+3y+2z+1=0.

1. Déterminer une équation cartésienne et une représentation paramétrique
de la droite orthogonale a &7 passant par le point A(1,1,1).

2. Calculer la distance du point A(1,1,1) au plan .
3. Déterminer le projeté orthogonal du point A sur le plan Z.

Exercice 32 : On considere le point A(1,1,1) de I'espace et on note & le plan
d’équation cartésienne x+ 2y +3z=0.

1. Calculer la distance du point A au plan &.
2. Déterminer le projeté orthogonal de A sur Z.

Exercice 33 : On consideére le plan &2 d’équation x+ y+z =1 et pour tout me R,
on note &, le plan d’équation mx—y+ 2-m)z=4—m.
1. Montrer qu'il existe une droite & telle que & c &, pour tout m € R.

2. Montrer qu'il existe un point A tel que A€ & n &, pour tout m e R.
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Exercice 34 : On considére les points A(1,0,1) et B(—1,1,2) de I'espace.

1. Déterminer une représentation paramétrique et une équation cartésienne
de la droite & passant par A et dirigée par le vecteur (1,2, 3).

2. Calculer la distance du point B a la droite 2.

3. Déterminer le projeté orthogonal de B sur Z.

Exercice 35: On considere le point A(1,0,-1) et les vecteurs ii(1,2,3) et 7(4,5,6).
On note # le plan d’équation cartésienne x — y+ z = 1.

1. Déterminer une représentation paramétrique et une équation cartésienne
du plan &, passant par A et dirigé par les vecteurs i et 7.

2. Déterminer une représentation paramétrique de ¥ = &, N ;.

3. Calculer la distance de A a ¥ et le projeté orthogonal de A sur Z.

Exercice 36 : On considére les points A(1,2,1), B(-1,2,3) et C(2,1,1) de I'espace.

1. Déterminer une représentation paramétrique et une équation cartésienne
de la droite (AB).

2. Calculer la distance de C ala droite (AB).

3. Déterminer le projeté orthogonal de C sur (AB).

Exercice 37 : Déterminer une équation cartésienne de la droite de I'espace pas-
sant par le point A(2,3, 1), parallele au plan &7 d’équation 2x -5y +4z =1 et cou-
pant la droite A d’équation

| |
o o

2x-3y+1
z—1

II.C - Spheres
Exercice 38 : On consideére le plan & d’équation cartésienne 2x+y+3z+1=0
et 'ensemble .# d’équation cartésienne x> —4x + y> +2y + z> = 11.

1. Déterminer la nature géométrique de ..

2. Déterminer la nature de I'intersection entre .7 et le plan &2.

Exercice 39 : On considere les points A(1,2,1), B(1,0,—1) et C(2,-1,-1) et 'en-
semble .7 d’équation cartésienne x? + y? + z> —2x -2y = 14.

1. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).
2. Déterminer la nature géométrique de ..

3. Déterminer la nature de I'intersection du plan (ABC) avec .¥.

Exercice 40 : Soit m € R. On considere le plan & d’équation x+ y+ z =4 et'en-
semble .7, d’équation cartésienne x? + y? + z2 —4x +2y = m.

1. Déterminer la nature géométrique de .%;, en fonction du parametre m.

2. Déterminer la nature de .%;,, N & en fonction du parametre m.

Exercice 41 : Déterminer l'intersection entre la sphéere de centre Q;(1,0,1) et de
rayon 3 avec la sphere de centre Q,(0,0,1) et de rayon 2.
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—— Solutions partielles —

Exercice1:
(i) Letriangle ABC estisocele en B.
(ii) Letriangle ABC estrectangle en C.
(iii) Le triangle ABC est rectangle isocele en A.

(iv) Le triangle ABC est quelconque.
Exercice 3 : Avec le produit scalaire, on trouve que BC = v/7.
Exercice 4 : Avec le produit scalaire, on trouve que BC = v/5—2v/2.

Exercice 5 :

1. Utiliser le déterminant.

N 2+6
2. En utilisant que sin(C) = #, ona AC=4v3—-4et BC=6v2-26.

Exercice 6 :
1. Les vecteurs ii;, et U, sont orthogonaux si et seulement si m € {—1,0, 1}.

2. Lesvecteurs ii,, et U,, ne sont jamais colinéaires.

Exercice 7 :

1. Lesvecteurs ii,, et U, sont orthogonaux si et seulement si m € {0,

1+v5
1

2. Lesvecteurs i, et U,, sont colinéaires si et seulement si m = 1.

Exercice 8 :

1. Lesvecteurs ii,, et U, sont orthogonaux si et seulement si m € { 1, 5

11\/5}

. . o . . 1
2. Lesvecteurs ii;, et U;, sont colinéaires si et seulement si m € {1, 18

Exercice 10:

76
3. Les coordonnées du point d’intersection sont (E’ g)

1
4. Ladistance du point C ala droite (AB) est T etles coordonnées du projeté

13 9
orthogonal de C sur (AB) sont (—, —)
10 10

Exercice 11 :

1. Lintersection de Z; et %, est réduite au point de coordonnées (19, 8).

3
3. Ladistance du point A a la droite Z; est E et les coordonnées du projeté

7 19
orthogonal de A sur Z; sont (—, —)
10 10

4
4. La distance du point A a la droite %, est — et les coordonnées du projeté
5

9 3
orthogonal de A sur %, sont (g, _E)

Exercice 12 :

1
2. Ladistance du point C ala droite (AB) est —.
V5
. . 4 3
3. Les coordonnées du projeté orthogonal de C sur (AB) sont =5

Exercice 13 :

2. Les coordonnées du centre du cercle circonscrit du triangle ABC sont (1, 1).

1 e ——
3. Laire du triangle ABC est 2 det(AB, AC)| = 15.

2x15
4. Lalongueur AA' = ;—C =2+/5.
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Exercice 14 :
1. Les droites sont paralleles si et seulement si m € {—2,1}.
2. Les droites sont perpendiculaires si et seulement si m € {2 — /6,2 + V/6}.

4. Sim¢ {-2,1}, alors les coordonnées du point d’'intersection sont

2m? ~ m+m+2 )
(m-1)(m+2) (m-D(m+2))"

Exercice 17 : Les solutions sont les points C(2 +v/3,v/3) et C(2 - v/3,-V/3).
. . oy . 7 4
Exercice 18 : Les coordonnées du centre de gravité du triangle ABC sont (5, §)

Exercice 19:
2. Lintersection € N (AB) est constituée des points C(3,5) et D(6,4).
3. Lintersection ¢ N (AC) est vide.

Exercice 20 : L'intersection est réduite au point de coordonnées (-4, 1).

Exercice 22 :

1. Sim < -5, alors €, = &. Si m = -5, alors €, = {(2,-1)}.

Si m > -5, alors %7, est le cercle de centre (2,—1) et de rayon v'm + 5.

2. Sim< -3, alors Z2N%y, = 3. Si m=-3, alors ¥ N %, est réduit a un point.
Si m > -3, I'intersection Z N %, est composée de deux points.

Exercice 23 : Lensemble %) N %, est constitué des points dont les coordonnées
sont (0,0) et (—1,1), tandisque 61 N63 =T et 62 N%63 = 3.

Exercice 24 :

79
2. Les coordonnées du centre du cercle circonscrit du triangle ABC sont (5, Z)

5
3. Lerayon du cercle circonscrit au triangle ABC est 1 Vv13.

Exercice 25 :
1. Une équation cartésienne de ¢ est x> +4x+ y* -2y =0.

2. Le cercle € a pour centre Q(-2,1) et pour rayon v/5.
Exercice 26 : Le volume du parallélépipede est 2.
Exercice 27 : Les points sont coplanaires si et seulement si m = —3.
Exercice 28 : La famille (ii, 7, it’) est une base de R® si et seulement si a € R\ {1,2}.

Exercice 30 :

2. Une équation cartésienne du plan (ABC) est2x+ y+6z—9=0.

6
3. Ladistance du point D au plan (ABC) est — et les coordonnées du projeté

V4l
53 47 36

orthogonal de D sur (ABC) sont (—, —, —)
41 41 41

Exercice 31 :

7
2. Ladistance du point D au plan (ABC) est \/ﬁ etles coordonnées du projeté

1 1
orthogonal de A sur & sont (5’ —5,0).

Exercice 32 :

6
1. Ladistance du point A au plan & est —.

V14
412)

2. Les coordonnées du projeté orthogonal de A sur & sont (;, -

Exercice 34 :

3
2. Ladistance de B ala droite & est 51/ I

17 6 23
3. Les coordonnées du projeté orthogonal de B sur Z sont (ﬁ’ 7L ﬂ)
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Exercice 35:
1. Une équation cartésienne du plan &% est x—2y + z = 0.
2. Ladroite & passe par le point (1,1, 1) et est dirigée par le vecteur (1,0,—1).

3. La distance du point A a la droite Z est /3 et les coordonnées du projeté
orthogonal de A sur & sont (2,1,0).

Exercice 36 :

3
2. Ladistance du point C a la droite (AB) est \/; .

4 L 3.1
3. Les coordonnées du projeté orthogonal de C sur (AB) sont 2 2, 3/

Exercice 38 :
1. Lensemble . est la spheére de centre (2,—1,0) et de rayon 4.

10 9 6 /13
2. Onaque & n.7 estun cercle de centre (7,—5,—;) et derayon 4 7R

Exercice 39:
1. Une équation cartésienne du plan (ABC) est x+y—z—2=0.
2. Lensemble . est la sphere de centre (1, 1,0) et de rayon 4.
3. Lintersection de (ABC) avec . est un cercle de centre (1, 1,0) et de rayon 4.

Exercice 40 :
1. Si m < -5, alors .%,,, = &. Si m = =5, alors .%},, = {(2,-1,0)}.
Si m > -5, alors ., est la sphere de centre (2,—-1,0) et de rayon v m +5.

2. Sim< -2, alors #ZnN.%, = <. Si m=-2,alors & nN.¥,, est réduit a un point.
Si m > -2, I'intersection & N ., est composée de deux points.

Exercice 41 : Lintersection des deux spheres est le point dont les coordonnées
sont (-2,0,1).
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