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Espaces vectoriels de
dimension finie

Dans tous les exercices, on désigne par K le corps R ou le corps C.

1l Dimension d’un espace vectoriel

Exercice 1: Soit n € N. On note E I'’ensemble des fonctions f : R — R de la forme
IPeR,[X], VxeR, f(x)=P(x)e".

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .# (R, R).
2. Déterminer la dimension de F.
3. Montrer que la dérivation induit un automorphisme de E.
Exercice 2: Soit n € N*. On considéere 'ensemble
E={(x1,...,xp) €R" | X1 + -+ + X, = 0}.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R".
2. Déterminer la dimension de E.
Exercice 3: Soit (1, k) € N?. On considére 'ensemble
Ej = {P eR,[X] | PR ) = 0} .

1. Montrer que Ej est un sous-espace vectoriel de R, [X].

2. Déterminer la dimension de Ej.

Exercice 4: On note E '’ensemble des fonctions 27-périodiques f:R — R.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel . (R, R).
2. Montrer pour tout 7 € N que la famille (cos®, cos!,...,cos™) est libre.
3. Ftudier la dimension de E.

Exercice 5: Soit n € N. On considere I'’ensemble
E={an X"+ --+apeRy[X1|Vke[0,n], ay—i=ax}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R, [ X].

2. Déterminer la dimension de E.

Exercice 6: Soit (a, §) € R2. On considére I'ensemble
E={fe€*RR) | f"+af +Bf=0}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel €2 (R, R).

2. Déterminer la dimension de E.

Exercice 7: On considere 'ensemble des suites arithmétiques
E={(un)nen RV |IreR, YneEN, e —up=r}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel R,

2. Déterminer la dimension de E.

Exercice 8: Soit p € N*. On consideére 'ensemble
E={(un)nen € CV YR EN, tpsp = uin}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel CV.
2. Déterminer la dimension de E.

3. Montrer que la famille ((wn)HEN)weUp est une base de E.


http://vonbuhren.free.fr

Interrogation orale - Espaces vectoriels de dimension finie

Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free. fr

Exercice 9: Soient n € N* et (xp,...,x,) ER" telsque 0 = xg < x; <--- < x,, = 1.
On définit I'ensemble

E={fe Z(0,1,R) |Vke[0,n—1], fiix.x..,) estaffine}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel .% ([0, 1], R).

2. Déterminer la dimension de E.

1111l Sous-espaces vectoriels et dimension finie

Exercice 10 : Soient F, G et H trois sous-espaces vectoriels d'un espace vecto-
riel E de dimension finie. Montrer que I'on a I'inégalité

dim(F + G+ H) < dim(F) + dim(G) + dim(H)
—dim(FNG)-dim(Gn H) -dim(HNG) +dim(FNn Gn H).

Exercice 11: Soient F,..., F, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E
de dimension finie ot p e N avec p > 2.

1. Montrer que la somme F +--- + F, est directe si et seulement si
p
dim (Fy +-+-+ Fp) < ) dim(Fy).
k=1

2. Montrer que somme F; +---+ F), est directe si et seulement si I'inégalité pré-
cédente est une égalité.

Exercice 12 : Soit E un espace vectoriel sur R. On considére un couple d’endo-
morphismes (u, v) € ZL(E)? tel que Ker(u) nKer(v) = {0g}.

1. Montrer que la somme des sous-espaces vectoriels Ker(u + Av) pour A € R
est directe.

2. Endéduire que si E est de dimension finie, alors il existe un couple (a, b) € R?
tel que au + bv € GL(E).

Exercice 13 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N avec n > 2.
Montrer que l'intersection de n — 1 hyperplans de E est non nulle.

Exercice 14: Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F, G deux sous-
espaces vectoriels de E de méme dimension p < n. Montrer que F et G ont un
supplémentaire commun.


http://vonbuhren.free.fr

Interrogation orale - Espaces vectoriels de dimension finie

Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free. fr

Exercice 15 : Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-
espace vectoriel de E. Montrer que F admet au moins deux supplémentaires dis-
tincts.

Exercice 16: Soient Fy,..., F; des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E
de dimension finie. On suppose que E = F; +-- -+ F,. Montrer qu’il existe des sous-
espaces vectoriels G; c Fy,...,G, c F, telsque E=G1 & --- & G,

Exercice 17 : Soit u € .Z(E) un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de di-
mension finie n > 1. On note

vpeN, I,=Im(u”), N,=Ker(uP).

1. Montrer que (Ip) >0 est décroissante tandis que (Np) > est croissante.
2. Montrer qu'il existe s € N tel que Iy = I et Ngyp = Ns.

3. Soit r le plus petit des entiers s considérés ci-dessus. Montrer que

Vs>r, I;=I, N;=N,.

4. Montrer que I, et N, sont supplémentaires dans E.

Exercice 18: Soit u € .Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E.
1. Montrer que si Ker (u**!) = Ker (u*) avec k € N, alors Ker (1**2) = Ker (uf*1).

2. Montrer que si’endomorphisme u est nilpotent et sil’espace vectoriel E est
de dimension finie, alors u4™® =0,

3. Soit A: €*°(R,R) — €°(R,R) 'endomorphisme de dérivation. Existe-t-il un
endomorphisme § € £ (€ (R,R)) tel que A = 522

Exercice 19: Soient uy,..., u, € Z(F) des endomorphismes nilpotents qui com-
mutent deux a deux d'un espace vectoriel E de dimension finie . On note

Vke[0,n-1],

1. Montrer que si Fy # {0} avec k € [0,n— 1], alors Fy41 & Fy.
2. En déduire que uyo---ou, =0.

Fr =Im(ugy10---0uUy).

Exercice 20: Soit u € £ (E) ol E est un espace vectoriel de dimension finie. Mon-
trer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Onalégalité u? =0.
(ii) Ilexiste un projecteur p € Z(E) telque uop=0et pou=u.
(iii) Il existe un projecteur p € Z(E) telque uop—pou=u.

Exercice 21 : Soit f € Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E de di-
mension finie. On note

F={ge ZL(E)| fog=gof =0}
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de .Z (E).

2. Soit S un supplémentaire de Im(f) dans E. Montrer que F est isomorphe au
sous-espace vectoriel .Z (S, Ker f).

3. En déduire la dimension de F.

Exercice 22 : Soit f € .Z(E) un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de di-
mension finie. On note

Fi={ge Z(E)| fog=0} et F={ge.Z(E)|gof=0.

1. Montrer que F; et F, sont des sous-espaces vectoriels de .Z (E).

2. Montrer que F) est isomorphe a .Z (E,Ker(f)). En déduire la dimension du
sous-espace vectoriel F;.

3. Soit S un supplémentaire de Im(f) dans E. Montrer que F» est isomorphe a
I'espace vectoriel .Z(S, E). En déduire la dimension de F,.
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Exercice 23 : Soient u, v € .Z(E) des endomorphismes d'un espace vectoriel E de
dimension finie.

1. Montrer que I'application ¢ : Z(E) — .Z(E) définie par f — uo fov estune
application linéaire.

2. Soit S un supplémentaire de Im(v) dans E. Montrer que Ker(¢p) est iso-
morphe al'espace vectoriel .Z (Im(v),Ker(u)) x Z (S, E).

3. En déduire le rang de ¢.

(1 i3Il Familles d’'un espace de dimension finie

Exercice 24 : Soit n € N. On définit

XX-1)---(X-k+1)

Vke[0,n], a

Hi =

1. Montrer que (Hy, ..., H,) est une base de R,[X].
2. Montrer que Hy(x) € Z pour tout k € [0, n] et tout x € Z.

3. Caractériser les polynémes P € R,[X] tels que P(x) € Z pour tout x € Z.

Exercice 25: Soit 7 € N. On définit P;. = X*(1 - X)" % e K[X] pour tout k € [0, n].
Montrer que la famille (Py,..., P,) est une base de K ,[X].

Exercice 26 : Soit n € N. Pour tout k € [0, n],, on définit

n
P=[]x-0.
=0
l#k

Montrer que la famille (Py, ..., P;) est une base de K, [X].

Exercice 27 : Soit A : R[X] — R[X] I'application définie par P — P(X + 1) — P(X).
1. Montrer que A est une application linéaire.
2. Soit P € R[X]. Déterminer le degré de A(P) en fonction du degré de P.
3. Montrer que pour tout P e R[X] et tout k€N, on a

AFp) = i(—l)k_i P+,

i=0 !

4. Soit n € N. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur P € R, [X]
pour la famille (P(X), P(X +1),..., P(X + n)) soit une base de R, [X].
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Exercice 28 : Soient ay, ..., a, € R distincts. Pour tout k € [0, ], on définit
@i Rp[X] =R, P— Plag).
1. Montrer que (o, ..., @) est une base de .Z (R, [X],R).

2. Montrer qu'il existe (Ao, ..., A1,) € R*™! tel que

1 n
VP eR,[X], fmr)dr:ZAkP(ak).
0 k=0

Exercice 29: Soit (m, n) € N* xN*. On considere une base (Xj,..., X;;,) de'espace
vectoriel .#,;, 1 (K) et une base (Y3,..., Y,) de 1 ,(K). Montrer que la famille

F ={X; Y € Mmn®) | G, ) € [1,m] x [1,n]}

est une base de .#;, , (K).

Exercice 30 : On considere un entier n € N* et un ensemble X. Montrer qu'une
famille (f,..., fn) de % (X,K) est libre si et seulement si il existe x1,..., X, € X tels
que la famille (vy,..., v,) soit une base de K" olt

Vke[Ln], vk=(AxK), . falxk).

Exercice 31 : Soit f € Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E de di-
mension finie n € N*. On suppose qu'’il existe un vecteur a € E de sorte que la
famille (a, f(a),..., f"~!(a)) soit une base de E. On note

C={geZ(E)|gof=foglh

1. Montrer que C est un sous-espace vectoriel de .Z (E).
2. Montrer que C =Vect(Id,f,...,f”_1).

3. Déterminer la dimension de C.

Exercice 32: Soit f € Z(E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie.
1. Montrer qu’il existe p € N tel que la famille (Id, f, f2,..., fP) soit liée.
2. En déduire qu'il existe P € K[X] non nul tel que P(f) =0.
3. Montrer que si f € GL(E), alors il existe P € K[X] tel que f‘l =P(f).

Exercice 33 : Soit f € .Z(E) un endomorphisme nilpotent d’'un espace vecto-
riel E.

1. Montrer que si " # 0 pour en entier n € N, alors il existe un vecteur x € E tel
que la famille (x, f(x),... f"*(x)) est libre.

2. En déduire que si E est de dimension finie, alors f4m®) =g,

Exercice 34 : Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E) tel que
VxeE, dneN [f"(x)=0.

1. Montrer que f est nilpotent.

2. Lerésultat est-il-vrai si E n’est pas de dimension finie?

Exercice 35 : Soit .# une famille finie de vecteurs d’'un espace vectoriel E. Mon-
trer que si ¢ est une sous-famille de .%, alors on a

rang(¥) > rang(.%#) + Card(¥) — Card(.%).
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1Al Applications linéaires et dimension finie

IV.A - Exercices d’applications

Exercice 36 : Soit n € N. Montrer que

VPER,[X], 3QeR,X], P=) Q.
k=0

Exercice 37 : Soient n € N et a € R. On définit
¢ :Ry[X] - R, P—(P(a),P(a),...,P" ().

Montrer que ¢ est bijective.

Exercice 38 : Soient ay,..., a, € R distincts. On définit
@ :Ry[X] =R P~ (P(ay),...,Play)).

Montrer que ¢ est bijective.

Exercice 39 : Soient ay, ..., a, € R distincts. On définit
@ :Rope1[X] = R*™2, P (P(ag), P'(ap),...,P(an), P'(ay)).

Montrer que ¢ est bijective.

Exercice 40 - Résultant : Soit A, B € K[X] deux polyn6mes non constants. On
note (a, b) = (deg(A),deg(B)) et on définit ¢ : Kp_1[X] x K41 [X] = Kgip-1[X]
par

VU, V)eKp1[XI xKgz1[X], U, V)=UA+VB.

1. Montrer que ¢ est une application linéaire.

2. Montrer que ¢ est bijective si et seulementsi AAB=1.

Exercice 41 : Soit n € N avec n > 2. On définit
[:R,[X] - Ry[X], P—PX+1)-2PX)+P(X-1).

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].

Calculer le degré de f(X ky pour k € [0, n].

Déterminer Ker(f) et Im(f).

Soit Q € R;,_»[X]. Montrer qu’il existe un unique P € R, [X] tel que

L e

f(P)=Q et P(0)=P'(0)=0.
Exercice 42 : Soit n € N. Pour tout P € R, [X], on définit ¢p : R — R par

1
VxeR, (pp(x)=f (x+"P(r)dt.
0

1. Montrer que pour tout P € R,[X], I'application ¢p est polynomiale de degré
au plus n.

2. Montrer que I'application ¢ : P — ¢p est un automorphisme de R, [X].

Exercice 43 : Soit I un intervalle de R. Déterminer la dimension maximale d'un
sous-espace vectoriel F de .%# (I,R) constitué uniquement de fonctions de signe
constant.

Exercice 44 : Soient I un intervalle de R et E un sous-espace vectoriel de .7 (I, R)
constitué de fonctions monotones.

1. Montrer que si I est un segment, alors dim(E) < 2.
2. Montrer que dim(E) < 2 sans hypothese sur 1.

3. Décrire les sous-espaces vectoriels constitués de fonctions monotones.

Exercice 45 : Soit (f1,..., ) une famille libre de fonctions dérivables de .% (R, R).
Montrer que rang(fy,..., f;) > n—1.
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IV.B - Exercices théoriques

Exercice 46 : Soit u € .Z(E) un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de di-
mension finie vérifiant u = 0.

1. Montrer que rang(u) + rang(u?) < dimE.
2. Montrer que 2rang(u2) <rang(u).

Exercice 47 : Soit u € £ (E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie. Mon-
trer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) On al’égalité Ker(u) = Ker(u?).
(ii) Onal’égalité Im(u) = Im(u?).
(iii) On ala décomposition E = Ker(u) @ Im(u).
(iv) Ilexiste ve Z(E)telque uov=0et u+veGL(E).

Exercice 48 : Soit f € Z(E) un endomorphisme d’un espace vectoriel E de di-
mension finie. On suppose que rang(f) = 1.

1. Montrer qu’il existe un unique A € K tel que 2 = Af.

2. Montrer que A =1 si et seulement si f —Idg n’est pas injective.

Exercice 49: Soit f € Z(E, F) ol E et F sont des espaces vectoriels de dimension
finie.

1. Montrer que si G est un sous-espace vectoriel de E, alors
dim f(G) = dim G — dim(G nKer f).
2. Montrer que si H est un sous-espace vectoriel de F, alors

dimf_l(H) =dim(H nIm(f)) + dim(Ker f).

Exercice 50 : Soit ¢ € .Z(E) ol E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que rang(¢) = 1 si et seulement si il existe une forme linéaire f € .Z(E,K)
non nulle et un vecteur v € E non nul tels que

VxeE, @x)=/fx)v.

Exercice 51: Soient f, g € Z(E) des endomorphismes d'un espace vectoriel E de
dimension finie. Montrer que

dimKer(go f) < dimKer(f) + dimKer(g).

Exercice 52 : Soient f,g € Z(E,F) ou E et F sont des espaces vectoriels de di-
mension finie. Montrer que

dimKer(f + g) < dim(Ker(f) nKer(g)) + dim(Im(f) NnIm(g)).

Exercice 53: Soient f, g € Z(E) des endomorphismes d'un espace vectoriel E de
dimension finie. Montrer que

Im(f) NnIm(g) = {0}

rang(f + g) =rang(f) +rang(g) < {Ker(f)+Ker(g)=E-

Exercice 54 : Soit E un espace vectoriel de dimension 7.
1. Montrer quesi (f, g) € Z(E)?, alors on a
rang(f) +rang(g) —dim E < rang(f o g) < min(rang(f),rang(g)).
2. Pour tout (r,s) € [0, n]]z, déterminer ’ensemble

ZK(r1,s) = {rang(fo ) | (f,8) € Z(E)?, rang(f) = r et rang(g) = s}.

Exercice 55: Soient f, g € Z(E) des endomorphismes d'un espace vectoriel E de
dimension finie.

1. Montrer que I'on a l'inégalité
|rang(f) —rang(g)| < rang(f + g) < rang(f) + rang(g).
2. En déduire que si fo g =0 et f + g est inversible, alors

rang(f) + rang(g) =dimE.
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Exercice 56 : Soient u, v € .Z(E) des endomorphismes d'un espace vectoriel E de
dimension finie tels que

Ker(u) + Ker(v) =Im(u) + Im(v) = E.

Montrer que les sommes sont directes.

Exercice 57 : Soient u, v € .Z(E) des endomorphismes d'un espace vectoriel E de
dimension finie tels que

u+v=Idg et rang(u)+rang(v)<dim(E).

Montrer que u et v sont des projecteurs complémentaires.

Exercice 58 - Inégalité de Frobenius : Montrer que pour tout (4, v, w) € .Z (E)3
ol E est espace vectoriel de dimension finie, on a

rang(uov) +rang(vo w) < rang(v) +rang(uovo w).

Exercice 59 : Soient py,..., pr € £ (E) avec E de dimension finie vérifiant
pi+--+p,=Idg et Vie[lr], p? = p;.
Montrer que p; o p;j =0 pour tout (i, j) € [1,r]* avec i # j.

Exercice 60 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On considere un en-
domorphisme u € £ (E) tel que u” =1dg pour r € N*. On note

1. Montrer que p est un projecteur sur Ker(u —Idg).

2. Montrer que

1 r—1
dimKer(u—1dg) = = Y tr(u®).
I k=0

Exercice 61 : Soient E un espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe

fini de GL(E). On note .

p=—173 g
Gl &
1. Montrer que p est un projecteur.

2. Montrer que Im(p) = [ Ker(g - Idg).
geG

3. En déduire la relation Card(G)rang(p) = Z tr(g).
geG
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IV.C - Définition d’'une application linéaire avec une base

Exercice 62 : Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. On consi-
dere une base (u1,..., u,) de E et on définit 'application ¢ : Z(E, F) — F" par

Ve Z(EF), @(f)=(f),..., f(u)).

1. Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme.

2. Déterminer la dimension de I'espace vectoriel Z(E, F).

Exercice 63 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’il existe
un endomorphisme f € Z(E) tel que Ker(f) = Im(f) si et seulement si dim(E) est
pair.

Exercice 64 : Soit f € Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E de di-
mension finie. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Onalm(f)=Ker(f).
(ii) Ilexiste une base (u,..., Up, v1,..., Vp) de I'espace vectoriel E tel que

Vke[l,p], flup)=0 et f(vg) = ug.

(iii) Ona f? =0 et dim(E) = 2rang(f).
(iv) Ona f2=0etil existe g€ £ (E) telque fog+go f =Idp.

Exercice 65 : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E
de dimension finie.

1. A quelle condition existe-t-il f € Z(E) tel que f(F) = G?
2. A quelle condition existe-t-il f € GL(E) tel que f(F) = G?
3. A quelle condition existe-t-il f € Z(F) tel que Ker f = FetIm f = G?

Exercice 66: Soit u € £ (E) ol E est un espace vectoriel de dimension finie. Mon-
trer que u est un élément régulier de 'anneau .2 (E), i.e.

Jve X(E), u=uovou.

Exercice 67 : Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie.
1. Soient u e Z(E,F) et ve Z(E,G). Montrer que

Ker(u)cKer(v) < 3Ife ZFG), v=fou.

2. Soient (u, v, w) € £ (E)3. Montrer que

Ker(u) nKer(v) cKer(w) <o 3(a,b)e L(E)? w=aou+bov.
Exercice 68: Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie.

1. Soient u € Z(E,G) et ve £ (F,G). Montrer que
Im(u)cIm(v) < 3feZ(E,F), u=vof.

2. Soient (u, v, w) € Z(E)3. Montrer que

Im(w) cIm(u) +Im(v) < 3I(a,b)e L(E)?, w=uoa+vob.

Exercice 69 : Soient u € _Z(E, F) ou E et F sont deux espaces de dimension finie.

1. Montrer que u est injectif si et seulement si il existe un élément f € .Z(F, E)
telqueIdg = fou.

2. Montrer que u est surjectif si et seulement si il existe un élément f € Z(F E)
telqueldrp =uo f.

Exercice 70 : Soient E et F sont des espaces vectoriels de dimension finie. On
considére une application linéaire f € Z(E, F).

1. Montrer que f est injectif si et seulement si
(Vge L(E), fog=0 = g=0).
2. Montrer que f est surjectif si et seulement si

(Vge L(F), gof=0 = g=0).
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Exercice 71 : Soit f € Z(E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer qu'il existe (p, g) € Z(E)? ol1 p est un projecteur et g un isomor-
phisme tel que f = gop.

2. Montrer qu'il existe (p, g) € .Z(E)? ol1 p est un projecteur et g un isomor-
phisme tel que f = pog.

| s A Formes linéaires

Exercice 72: Soient fi,..., fp, f € £ (E,K) des formes linéaires sur un espace vec-
toriel E de dimension finie. Montrer que

p
fevect(fi,....f,) & [)Ker(fi) cKer(f).

i=1

Exercice 73: Soient p e N* et ¥ = (1,..., vp) une famille de vecteurs d'un espace
vectoriel E de dimension finie. On considére I'application

f=(f,.... fwp).

1. Montrer que ¢ est surjective si et seulement si .# est libre.

¢: L (EK) —K”,

2. Montrer que ¢ est injective si et seulement si .# est génératrice.

Exercice 74 : Soit .7 = (fi,..., fp) une famille d’éléments de .Z'(E,K) ol E est un
espace vectoriel de dimension finie. On consideére

@:E—KP, x—(fi),..., fpx).
1. Montrer que ¢ est surjective si et seulement si .7 est libre.

2. Montrer que ¢ est injective si et seulement si.# est génératrice.

Exercice 75 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Identifier les endo-
morphismes ¢ € .Z(E) qui stabilise tous les hyperplans de E.

Exercice 76 : Soient n € N et ay,..., a, € R deux a deux distincts. On définit
Vie[o,n], ¢;,:E—R, P— P(a;).

1. Montrer que (o, ..., @) est une base de .Z (R, [X],R).

2. Montrer qu'il existe un unique (Ay,...,A,) € R+ tel que

Y AiP(a;).

1
VP eR,[X], f P(ydt=
0 i=0

n

Exercice 77 : Soit n € N*. Pour tout A € R,[X], on définit ¢ 4 : R, [X] — R par

1
VP eR,[X], (pA(P):f A(D)P(p)dt.
0

1. Montrer que ¢ 4 est une application linéaire pour tout A € R, [X].

2. Montrer que I'application ¢ : R,[X] — Z(R,[X],R) définie par ¢p(A) = @4
pour tout A € R, [X] est un isomorphisme.

3. Lerésultat de la question 2 est-t-il vrai en remplacant R, [X] par R[X]?

Exercice 78 : Soit n € N*. Pour tout M € ./, (K), on définit ¢, : .#;,(K) — K par
VNe #,K), @pIN)=tr(MN).

1. Montrer que ¢ est une application linéaire pour tout M € .4, (K).

2. Montrer que I'application ¢ : #,,(K) — £ (A (K),KK) définie par M — @
est un isomorphisme.

3. Soit (A, B) € A, (K)2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Nexiste X € #,(K) tel que AX + XA=B.
(ii) Pour tout C € .#,(K) tel que AC+ CA=0,onatr(BC)=0.
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Sous-espaces affines d’'un espace vectoriel

VI.A - Généralités

Exercice 79: Soient [, /, K trois points d'un plan affine 2. Montrer que les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Les points I, J et K sont alignés.
(ii) 1l existe un point M € & tel que

det(M1, MJ) + det(MJ, MK) + det(MK, M) = 0.
(iii) Pour tout point M € &, on a

det(MI, MJ) + det(M], MK) + det(MK, M) = 0.

Exercice 80 : Dans un plan & muni d'un repere (O, i, j), on consideére les trois
droites
92 :ax+by=c, 9':dx+by=c, 2":d'x+b"y=C".

Montrer que 7, 7' et 2" sont paralleles ou concourantes si et seulement si

a b c
a b ¢ |[=o.
all b// CN

Exercice 81 : Soit & un espace affine muni d'un repére (O, 7, f, I_é). On considere
deux plans non paralleles

P ax+by+cz+d=0, P :dx+by+cdz+d =0.

Soit 2 = & n Z?'. Montrer qu'un plan .2 contient Z si et seulement si il existe un
couple (a, B) € R? non nul tel qu'une équation de 2 soit

alax+by+cz+d)+Bdx+by+cz+d)=0.

Exercice 82: Soient.# et¥ deux sous-espaces affines d’'un espace affine & sur R.
Montrer que 'ensemble .# U¥ est un sous-espace affine de & si et seulement si
onaZ cYou¥c..

Exercice 83 : Soient .7 et ¥ deux sous-espaces affines de dimension finie d’'un
espace affine &. On note .7 le sous-espace affine engendré par .# u¥. Détermi-
ner la dimension de 7.

- >

Exercice 84 : Dans & muni d’'un repére (O, i", j, k), on considere les droites

x—-2z =1
@.{ T

1
a.

‘ Xx+y+z
Ya : { x-2y+2z

1. Pour quelles valeurs de a € R, les droites & et &, sont-elles coplanaires ?

2. Donner alors I'équation du plan contenant ¥ et Z,.

VI.B - Equations affines

Exercice 85: Soient a € K et (A, B) € .#,(K)?. Résoudre I'équation

aX+tr(X)A=B, Xe.#,K).

Exercice 86 : Soit A€ .#,(R). Résoudre I'équation

X+X'=tr(X)A, Xe.#,([R).

Exercice 87 : Résoudre I’équation

PX+1)-2P(X)+P(X-1)=X, PeR[X].
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—— Solutions partielles —

Exercice 10 : Utiliser la formule de Grassmannet FNH+GNn Hc (F+G)n H.
Exercice 12 : La démonstration est analogue a celle du lemme des noyaux.

Exercice 13 : En utilisant la formule de Grassmann montrer par récurrence sur
I'entier k € [1,n— 1] que 'intersection de k hyperplans de E est un sous-espace
vectoriel de E de dimension au moins n — k.

Exercice 14 : Faire une récurrence descendante sur p.
Exercice 16 : Effectuer une récurrence sur r.

Exercice 24 : Pour la question 2, on peut effectuer une récurrence sur k € N en
utilisant la relation Hy (X + 1) — Hi(X) = Hyp_1(X) et Hi(k) = 1. Pour la derniere
question, il suffit de substituer X par 0,1,..., n pour obtenir que les coordonnées
de P dans la base (Hy,..., H,;) sont entiéres.

Exercice 27 : Pour la derniére question, notons .%p la famille étudiée. 1l est clai-
rement nécessaire que deg(P) = n. Réciproquement, si deg(P) = n, on déduit des
questions précédentes que F = Vect(.%p) contient Ak (P) pour tout k € [0, n], donc
on a F = R,[X]. Comme Card(%#p) = dim(R,[X]), on en déduit que .%p est une
base de R, [X].

Exercice 30 : Pour le sens direct, on démontre la contraposée. Le sous-espace
vectoriel F de K" engendré par les vecteurs ((fi(x), ..., f»(x)) pour x € X n’est par
hypothese pas égal a K”, donc il est contenu dans un hyperplan, ce qui permet
de conclure.

Exercice 35 : Utiliser la formule de Grassmann.
Exercice 42 : Un polynéme P € R,[X] est dans Ker(¢p) si et seulement si on a
1 1
Vke[0,n], f t*P(dr=0 & VQeR,[X], f P(1Q(r)dt=0.
0 0

En prenant Q = P, on conclut que P est le polynéme nul.

Exercice 43 : Supposons qu’il existe une fonction f € F non nulle et fixons un
élément a € I tel que f(a) # 0. Lhypothese sur F implique que le sous-espace
vectoriel D = {(g(a), g(x)) € R? | g € F} est de dimension 1 pour tout x € I. On en
déduit que f(a)g(x) = g(a) f(x) pour tout x € I, donc F = Vect(f).

Exercice 44 :
1. Sion note I = [a, b], il suffit de montrer que I'application linéaire ¢ : E — [R2
définie par ¢ : f — (f(a), f (b)) est injective.

2. Lintervalle I est une réunion croissante de segments I, pour n € N. Par la
question précédente, on a pour tout 7 € Nque F;, = {fi;, | f € F} estun espace
vectoriel vérifiant dim(F;) < 2. On en déduit qu’il existe un entier N € N tel
que dim(F,) = dim(Fy) pour tout n € N avec n > N. Finalement, on vérifie
que si # est une famille de F telle que Ay = {fi1, | f € %} estune base de Fy,
alors #, = {fi1, | f € %} est une base de F,, pour tout n € N avec n > N, puis
que £ est une base de F.

3. Si E ne contient pas la fonction x — 1, alors E @ Vect(x — 1) est un espace
vectoriel ne contenant que des fonctions monotones. On conclut que

E={0}, E=Vect(f) ou E=Vect(f,x—1)
ol f est une fonction monotone.
Exercice 45 : Considérer 'application de dérivation sur Vect(fi,..., fn).
Exercice 46 : Appliquer le théoréme du rang a la restriction de f a Im(uw).

Exercice 47 : Pour montrer que (iii) implique (i v), on peut définir v comme étant
le projecteur sur Ker(u) parallelement a Im(u) et vérifier que Ker(u + v) = {0}.
Pour montrer que (iv) implique (iii), remarquer que dim(E) = rang(u) + rang(v)
en utilisant I'inégalité rang(u + v) < rang(u) +rang(v).

Exercice 51 : Utiliser la restriction de f a Ker(go f).

Exercice 52 : Utiliser la restriction de f a Ker(f + g).
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Exercice 57 : Montrer que E = Ker(u) @ Ker(v) = Ker(u) ® Ker(Idg — u).
Exercice 58 : Appliquer le théoréme du rang a u restreint a Im(vo w) et a Im(v).
Exercice 59 : Avec '’hypothese et la trace, on obtient E = Im(p;) & --- & Im(p,).

Exercice 60 : En utilisant que p o u = p, on obtient que Im(p) = Ker(u —Idg). 1l
suffit de prendre la trace pour obtenir la seconde égalité.

Exercice 61 : En utilisant que po g = p pour tout g € G, on obtient que Im(p) = F.
Il suffit de prendre la trace pour obtenir la derniere égalité.

Exercice 64 : Pour définir g, imposer g(ux) = g(vg) = v pour tout k € [[1, p]].
Exercice 67 : Appliquer le résultat de la question 1 a ¢ = (u, v) € Z(E, E?).

Exercice 68 : Appliquer le résultat de la question 1 a 'application ¢ : E?> — E défi-
nie par ¢ : (x,y) — u(x) + v(y).

Exercice 78 : L'implication directe est évidente. Pour la réciproque, on introduit
I'application linéaire f : .#;,(K) — .#,(K) définie par f(X) = AX + X A pour toute
matrice X € .#,(K). Limplication directe montre que Im(f) < ¢(Ker(f))°. On en
déduit la réciproque en montrant que I'inclusion précédente est une égalité en
utilisant la dimension.

Exercice 83 : On trouve

dim () = dim(#) +dim(¥) -dim(¥ n¥Y) si FnNY#0

- | dim(#) +dim(@) -dim(F N9 +1 si FnY=0.
Exercice 84 : Les droites sont coplanaires pour a = —4. Elles sont dans le plan
d’équation x -5y +3z =-9.
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