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Courbes et surfaces
dans I'espace

Dans tous les exercices, on considére un espace affine & euclidien orienté de di-
mension 3 muni d’un repére orthonormé direct (0,7, 7, k).

I 1ilB 8 Courbes de I'espace

Exercice 1 : On consideére la courbe % de I’espace paramétrée par

1+ cos(?)
x(t) = ———
in()
sin
yi = 2
z(t) = ¢t

1. Déterminer les points réguliers de la courbe %'.
2. Donner une équation cartésienne de la tangente 8 ¥’ en M(0).

3. Déterminer les projections orthogonales de € sur les plans (xOy) et (xOz).

Exercice 2: On consideére la courbe ¥ de I’espace paramétrée par

x(t) = t
yio) = ¢
z(t) = 3+1.

1. Déterminer les points réguliers de la courbe %

2. Déterminer les tangentes a % paralleles au plan d’équation 4x+ 6y + 3z =0.

Exercice 3: On consideére la courbe ¢ de I’espace paramétrée par

x(t) =t
yi =
z() = 1.

Montrer que la projection de € sur le plan (xOy) est une parabole.

Exercice 4: On considére la courbe ¢ de I'espace paramétrée par

x(t) = t*-1
y() = 2t
zZ() = t2+r+1.

1. Déterminer les points réguliers de la courbe €.

2. Donner en ces points une équation cartésienne de la tangente a 4.
3. Montrer que la courbe % est plane.
4

. Montrer que la courbe % est une parabole.

Exercice 5 - Courbe de la crépe : Soit (a, b) € R} x R}. On consideére la courbe ¢
de I'’espace paramétrée par

x(t) = acos(f)
y() = asin(1)
z(t) = bsin(21).

1. Déterminer les points réguliers de la courbe %
2. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a % en M (r/4).

3. Montrer que la courbe % est tracée sur un cylindre d’axe (Oz).
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Exercice 6 : On considére la courbe ¥ de I’espace d’équation Exercice 9: On considére la courbe ¥ de I’espace d’équation
2+y?+z2 = 1 2-y?+z2 = 1
X+z = eyt o= L
. Quelle est la nature géométrique de la courbe €'? 1. Déterminer les points réguliers de la courbe €.

. Déterminer les points réguliers de la courbe % 2. Déterminer les projections orthogonales sur les trois plans de coordonnées

1
2
. . . .. N de la courbe ¥
3. Donner en ces points une équation cartésienne de la tangente a €.
4

. Déterminer la projection orthogonale de ¢ sur le plan (xOy).

Exercice 7: On considére la courbe ¢ de I’espace d’équation

x2+y?
X2+ 7Z2

1
1.

1. Montrer que % est la réunion de deux courbes planes.
2. Déterminer les points réguliers de la courbe %

3. Donner en ces points une représentation paramétrique de la tangente a %’

V31 1)

4. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a ¥’ en A 5373

5. Déterminer la projection de % sur le plan (xOz).

Exercice 8 : On consideére la courbe ¢ de I’espace d’équation

?+y*+xy
VP +z2+yz
1. Montrer que % est la réunion de deux courbes planes.
2. Déterminer les points réguliers de la courbe %
3. Donner en ces points un vecteur tangent a ¢.
4

. Déterminer la projection de % sur le plan (xOz).
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’ Exercice 13 : On considere la surface . de I'espace paramétrée par
Surfaces de I'espace pace p p
Exercice 10: On considere la surface .” de 'espace paramétrée par x(w,v) = ucF)s(v)
vy, v) = usin(v)
x(u,v) = u?+uv+v? z(u,v) = ul.
yw,v) = u+v ) . . L
Zwy) = ud+ud 1. Déterminer les points réguliers de la surface ..

2. Donner en ces points une équation cartésienne du plan tangent a ..

1. Déterminer les points réguliers de la surface .. . . , . L.
p g 7 3. Déterminer une équation cartésienne de .7.

2. Déterminer une équation cartésienne du plan tangent a . en M(1,-1).

Exercice 14 - Cone : Soit .7 la surface de I'espace d’équation
Exercice 11 : On considere la surface . de I'espace paramétrée par
x?+ y2 —-z%=0.

cos(u)
*wv) = ch(v) 1. Déterminer les points réguliers de ..
_sin(w) 2. Donner en ces points une équation cartésienne du plan tangent a ..
4 Yy = e
) = sh(v) Exercice 15: Soit . la surface de I'espace d’équation
’ ch(v)’

3x° +4xy+2yz+4xz=0.
1. Déterminer les points réguliers de la surface ..

2. Déterminer une équation cartésienne de .. 1. Déterminer les points réguliers de 7.
2. Donner en ces points une équation cartésienne du plan tangent a ..

Exercice 12: On considére la surface . de 'espace paramétrée par
Exercice 16 - Tore : Soit . la surface de 'espace d’équation

x(u,v) = u+v
y(u,v) = 4duv (X +y*+ 22 +3)>—16(x* + y*) = 0.
z(u,v) = u? + 2,

1. Déterminer les points réguliers de .7
1. Montrer que I'ensemble des points stationnaires de . est une courbe plane

o 2. Donner une équation cartésienne du plan tangent a .¥ en (3,0, 0).
dont on précisera la nature.

2. Déterminer une équation cartésienne du plan tangent a .’ en M(1,0). Exercice 17 : Déterminer les points de la surface . d’équation x> — y?> +z°> = 1 en

3. Déterminer une équation cartésienne de .&”. lesquels le plan tangent est paralléle au plan d’équation 2x+ y—z =0.



http://vonbuhren.free.fr

Interrogation orale - Courbes et surfaces dans ’espace

Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free.fr

Exercice 18 : Déterminer les plans tangents a la surface . d’équation x = 8yz
contenant la droite & d’équation

|
—

y
x+4z+2

Il
e

3 =xy.

Exercice 19: Soit . la surface de I'espace d’équation z
1. Déterminer les points réguliers de .7
2. Déterminer les plans tangents a . contenant la droite 2 d’équation
x-2 =0
y—-3z-3 = 0.

Exercice 20 : On considere la surface . d’équation xyz=1et Ae.¥.
1. Déterminer une équation du plan tangent %, a la surface ..

2. Déterminer le projeté orthogonal de I'origine sur le plan #,.

Exercice 21 : Déterminer le lieu des projetés orthogonaux de O sur les plans tan-
gents a la surface . d’équation cartésienne x> + y> — z> = 1.

i I Il Surfaces remarquables

III.A - Surfaces représentatives d'une fonction
Exercice 22 : Soit.7 le graphe de la fonction f : R? — R définie par
flx,y) = X+ yz.

On fixe un point (xy, yo) € R2,
1. Déterminer une équation du plan tangent a . en M = (xy, Yo, f (X0, Vo).

2. Déterminer la position locale de . par rapport a son plan tangent en M.

Exercice 23 : Soit.7 le graphe de la fonction f : R?> — R définie par

Foey = 1+ x2

1. Déterminer une équation du plan tangent a . en O = (0,0, 0).

2. Déterminer la position locale de . par rapport a son plan tangent en O.
Exercice 24 : Soit.” le graphe de la fonction f : R} x R} — R définie par

f,y) =In(x) -In(y).

On fixe un point (x, yo) € R} x R3.
1. Déterminer une équation du plan tangent a . en M = (xy, Yo, f (X0, Vo))

2. Déterminer la position locale de . par rapport a son plan tangent en M.
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III.B - Surfaces réglées

Exercice 25 : Pour tout ¢ € R, on considére la droite Z; de I’espace passant par
le point A.(t, ¢, £2) et dirigée par le vecteur (0,2, t). On note . la surface réglée
engendrée par la famille (Z;) seR.

1. Déterminer une paramétrisation de la surface ..
2. Déterminer une équation cartésienne de la surface .%.

Exercice 26 - Cylindre : On considére la courbe ¥ de I'espace d’équation

1

{ (x—2)% +4y?
Z

Pour tout A € %, on considere la droite 24 passant par le point A et dirigée par le
vecteur i(1,2,3). On note . la surface réglée engendrée par (Z4) acs-

1. Déterminer une paramétrisation de la surface ..

2. Déterminer une équation cartésienne de la surface .7.

Exercice 27 - Cylindre : On considére la courbe ¥ de I'espace d’équation

0
0.

2 +2y° -z
X+y+z

Pour tout A € %, on consideére la droite 7,4 passant par le point A et dirigée par le
vecteur ii(1,1,-1). On note . la surface réglée engendrée par (Z4) acz-

1. Déterminer une paramétrisation de la surface .7

2. Déterminer une équation cartésienne de la surface .7.

Exercice 28 : Soit .7 la surface de I'espace d’équation (x + z)2 +2y? = 2.
1. Soit My € .. Déterminer les droites tracées sur . passant par M.

2. Lasurface .” est-elle réglée?

Exercice 29 : Soit .7 la surface de I'espace d’équation x? — y? = 223,

1. Soit My € .. Déterminer les droites tracées sur . passant par My.

2. Lasurface .7 est-elle réglée?
Exercice 30 : Montrer que la surface . d’équation z = x> — 3xy est réglée.

Exercice 31 : On considere la surface . de I’espace paramétrée par

x(u,v) = uv
yu,v) =
z(u,v) = V2.

Déterminer les points réguliers de .7 .
Donner en ces points une équation cartésienne du plan tangent a ..

Montrer que la surface .7 est réglée.

A

Déterminer une équation cartésienne de la surface ..

Exercice 32: On considere la courbe ¢ de I'espace paramétrée par

x(t) = ¢t
yio =
z() = 1.

Pour tout ¢ € R, on note .7; la tangente a ¢ au point M(¢). On désigne par . la
réunion des droites .7; pour ¢ € R.

1. Déterminer une paramétrisation de la surface ..

2. Déterminer les points stationnaires de . pour le paramétrage obtenu, puis
déterminer une équation du plan tangent a la surface aux points réguliers.

3. Montrer que tous les points réguliers d'une méme génératrice .7; ont le
méme plan tangent.
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Exercice 33 : Soit (a, b, c) € (R*)3. On considere la courbe ¢ de I'espace paramé-
trée par

x(t) = at
yt) = bt
zZ(t) = c(t?+1).

Soit . la surface engendrée par les droites paralleles au plan (xOy) et qui ren-
contre ¥ en deux points.

1. Déterminer une paramétrisation de la surface ..

2. Déterminer 'ensemble des points de . pour lesquels le plan tangent passe
par le point O.

Exercice 34 - Hyperboloide a une nappe : Soit (a, b,c) € (R*)3. On considere la
surface . de I'’espace d’équation

X x* x?

T
az b2 2

1. On considere le point Ag(acos(8), bsin(d),0) avec 8 € [0,27[. Montrer qu'il
existe exactement deux droites tracées sur .7 passant par Ag.

2. Montrer que si (x, y, u, v) € R* vérifie x> + y? = u? + v?, alors

ucos(@) — vsin(0)

X
HWeR, { vy usin(@) + vcos(9).

3. En déduire deux familles de droites engendrant ., puis montrer que toute
droite incluse dans . est dans I'une des deux familles précédentes.

III.C - Surfaces de révolution

Exercice 35: On considere la droite A de I'espace d’équation

x = z

y = =z
Déterminer une équation cartésienne du cylindre de révolution . d’axe A et de
rayon 1.

Exercice 36 : On considere la droite A de I'espace d’équation

X = z+2
y = z+1L

Déterminer une équation cartésienne du cylindre de révolution . d’axe A et de
rayon v/2.

Exercice 37 : On considere la surface de révolution . obtenue en faisant tourner
autour de 'axe (Oz) la courbe paramétrée & par

x(t) = cos? (1)
y(t) = sin(p)
z(t) = cos(2t).

1. Montrer que % est une courbe plane.
2. Déterminer une équation cartésienne de ..
3. Que peut-on dire des méridiennes de cette surface?

Exercice 38: On considere la surface de révolution . obtenue en faisant tourner
autour de 'axe (Oz) la courbe paramétrée & par

x(t) = cos3(z)
y() = sind(r)
z(t) = cos(21).

Déterminer une équation cartésienne de .7
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Exercice 39: Soit0 €] —n/2,7n/2[. Déterminer une équation cartésienne du céne
de révolution . de sommet O, d’axe (Oz) et de demi-angle au sommet 6.

Exercice 40: On considere la surface de révolution . obtenue en faisant tourner
autour de 'axe (Oz) la courbe ¥ d’équation

{ x2—y?—4x+2 =

X+z 1.

1. Déterminer une représentation paramétrique de .7.

2. Déterminer une équation cartésienne de .7.

Exercice 41 : On considere la courbe ¢ de I'espace paramétrée par

x(t) = t
yiry = t2-1
zZ(t) = t—t2

Onnote . la surface de révolution obtenue en faisant tourner la courbe 4 autour
de la droite d’équation cartésienne x —1=z—y =0.

1. Montrer que la courbe % est plane.

2. Déterminer une équation cartésienne de ..

Exercice 42 : Soit A € R}. On considere la surface de révolution . obtenue en
faisant tourner autour de 'axe (Oz) la courbe ¥ d’équation

x = A
y = 3z2+A%

1. Déterminer une représentation paramétrique de .%.

2. Déterminer une équation cartésienne de .&”.

Exercice 43 : Soit A € R*. On considere la surface . de I'espace d’équation
2
(P +y*+2) =A% (k- y* - 2%).
1. Montrer que . est une surface de révolution dont on précisera I'axe.
2. Tracer une méridienne de la surface ..
Exercice 44 : On considere la surface . de 'espace d’équation

x3+y3+z3—3xyz: 1.

1. Montrer que . est une surface de révolution dont on précisera I'axe.

2. Tracer une méridienne de la surface ..
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—— Solutions partielles —

Exercice 14 :

1. On commence par tracer la surface ..

En notant f(x,y,z) = x>+ y*>—z%, on a Vf(x,),2) = (2x,2y,—22). Ainsi, la
surface . admet un unique point singulier qui est (0,0, 0).

2. Par définition, I'équation cartésienne du plan tangent en (xo, o, 29) € - est
2x0(x—x0)+2y0(y—10)—220(2—20) =0 < x0x+y0y—zoz—(x§+y§—z§) =0.

Comme (xg, yo, 20) € -, ona f(xg, ¥o, 20) = 0, donc’équation cartésienne du
plan tangent a .% en (xo, o, Zo) se simplifie en

XoXx+ Yoy —202=0.

Exercice 16 :
1. On commence par tracer la surface .7.

En notant f(x,y,2) = (x* + y> + 2> +3)2 - 16(x*> + y?), on a

4x(x*>+y?+ 22 +3) - 32x
Vfx,y,2) =|4yx®+y?+2z2+3)-32y|.
4z(x2 + y2 + Z2 +3)

On considere un point singulier (x, y, z) € .. La troisieme équation implique
que z = 0. En factorisant dans les deux premiéres expressions, on est amené
a considérer deux cas.

e Si x2+ y? # 5, on déduit des deux premiéres équations que x = y = z = 0.
Cependant (0,0,0) ¢ S, donc on ne trouve pas de point singulier dans ce
cas.

. Six2+y2=5, ona

fx,9,2)=(5+0+3)2-16-5=-16#0,

ce qui contredit (x,y,z) € ., donc on ne trouve pas non plus de point
singulier dans ce cas la.
Finalement, la surface .# n'a pas de point singulier.

2. Par définition, I'’équation cartésienne du plan tangent en (3,0,0) € . est

48(x—-3)=0 o x=3.
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Exercice 19: Exercice 22 : ’équation du plan tangent en (xo, yo, f (X0, o)) est

1. En notant f(x,y,2) = z3 - xy,onaVf(x,yz) = (—y,—x,3z2), donc la sur-

2_ .2
. . . . . = + —Xo—Yo-
face . admet un unique point singulier qui est (0,0,0). 2= 2X0X+2Y0y = Xy~ Yy

2. Par définition, I'équation de la tangente en (xy, o, 20) € - \ {(0,0,0)} est La surface est au-dessus de son plan tangent.

_J’O(X—xo)—xo(y_J’O)+3Z(2)(Z—Zo) =0 & —J/OX—XOJ’+3Z§Z—+ZXOJ’03ZS =0. Exercice 23 :

Comme (x, Yo, 20) € -7, on a f(xo, Yo, zo) = 0, donc I'équation se simplifie en Léquation ‘(10‘101)1)3311 tangent en (0,0,0) est z = y. La surface . traverse son plan
tangent en (0,0,0).

—yox—xoy+3z§z— XoYo = 0.
Exercice 24 : L'équation du plan tangent en (xo, yo, f (X0, y0)) est

D’autre part, une représentation paramétrique de & est

z= Y +In(xg) — In(yp).
x = 2 X0 Yo

y = 3’71 La surface . traverse son plan tangent en tout point (xo, yo, f (X0, Yo))-
z = -1+t

Exercice 37 : On a x* + y? — z%/4 = 3/4.
Si Z est inclus dans le plan tangent a . en (xo, o, 29), on a pour tout t e Rla Y

relation Exercice44:Ona x>+ )3+ 28 —3xyz=(x+y+2)(x* +y* + 22 —xy — yz - x2).

—2y0—31txg +3z§(t— )—Xx)0=0 & t(Sz(z) —3x0) — (2yo +3Z§ + XpY0) = 0.
On en obtient ainsi le systéme

3

2y = Xo)o
2 _
2y = X0
2y0+323+x0y0 = 0.

En résolvant ce systéme avec (xy, yo,20) € R3\{(0,0,0)}, on en déduit que
les solutions du probleme sont les plans tangents a .% en (1,-1,-1) et
en (4,-2,-2).



http://vonbuhren.free.fr

