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— Calcul différentiel —

Dérivées partielles

Exercice 1: On définit 'application f : R?> — R par

sy £0,0)
f(x, y) — x2 + y2 4 »
0 sinon.
1. Montrer que f n’est pas continue en (0, 0).

2. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0).

Exercice 2: On définit 'application f:R? — R par
2

x .
flo,y) =4 (x2+y2)3/4 si (x,y) # (0,0)
0 sinon.

1. Montrer que f est continue sur R?.

2. Ftudier I'existence des dérivées partielles de f sur R?.

Exercice 3 : On définit 'application f:R? — R par

2
Fy) = ; Six#0

0 sinon.

1. Montrer que f n’est pas continue en (0, 0).

2. Montrer que f admet des dérivées suivant tout vecteur en (0, 0).

Exercice 4 : On définit 'application f : R?> — R par

2 .
_ | y“In|x|] six#0
fooy) = { 0 sinon.
1. Montrer que f n’est pas continue en (0, 0).

2. Montrer que f admet des dérivées suivant tout vecteur en (0, 0).

Exercice 5: On définit 'application f :R? — R par

2

2V i) #£0,0)
f(x,y): x4+y2 ’y ’

0 sinon .
1. Montrer que f n’est pas continue en (0, 0).
2. Montrer que f admet des dérivées suivant tout vecteur en (0,0).

Exercice 6 : On définit 'application f : R?> — R par

Fly) = x(x+y)sin(%) six#0

0 sinon .

1. Montrer que f est continue sur R?.

2. Etudier I'existence des dérivées partielles de f sur R?.
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Différentielle d’'une application

Exercice 7 : Justifier que les fonctions suivantes sont différentiables et calculer
leur différentielle.

(D) (x, ) — eV (x+y), (i) (x,y)— (ysin(x),cos(y)).

Exercice 8: Soit ¢ : GL,,(R) — .#,,(R) définie par M — M.

1. Montrer que l'application ¢ est différentiable en I,, € GL,(R) et calculer sa
différentielle en ce point.

2. Reprendre la question précédente avec M € GL,(R) quelconque.

Exercice 9: Soit p e N* et ¢ : A, (R) — .#,(R) définie par M — MP.
1. Montrer que I'application ¢ est différentiable sur ., (R).
2. Calculer la différentielle de ¢ en M € .#,,(R) quelconque.

Exercice 10: Soit p e N* et ¢ : .#;(R) — R définie par M — det(M).
1. Montrer que I'application ¢ est différentiable sur .#, (R).
2. Calculer la différentielle de ¢ en I, puis en M € GL,(R) quelconque.
3. En déduire la différentielle de ¢ en M € .#,,(R) quelconque.

Exercice 11 : Soit ¢ : R, [X] — R définie par
1
P f P(1)?dt.
0
Montrer que ¢ est différentiable sur R, [X] et calculer sa différentielle.

Exercice 12 : Montrer que f : C* — C définie par f(z) = 1/z est différentiable et
calculer sa différentielle.

Exercice 13 : Soit p € N. On définit 'application f : R? — R par

flx,y»)= (x+y)psin(

1
VZ+yZ)
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur p € N pour que f se
prolonge a R? par continuité.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur p € N pour que f se
prolonge a R? en une application différentiable.

Exercice 14 : Soit f : R?> — R une application différentiable vérifiant
Vi, y 0 eR®, f+ty+0=[f(xy (B,
of of

1. Montrer que — + — =0.
d 0x Oy

2. Montrer la réciproque.
Exercice 15: Soit a € R. Soit f : R> — R une fonction différentiable vérifiant
VE>0, V(x,y)eR?  f(tx, ty) = tf(x,y).

1. Montrer que

of of
2 e e =
V(x,y) RS, xax(x,y)+yay(x,y) af(x,y).

2. Démontrer la réciproque.

Exercice 16 : Soit f : R — R une application différentiable vérifiant
VAER, VxeRP, f(Ax)=Af(x).

1. Montrer que f(0) =0.

2. Montrer que f est linéaire.
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Exercice 17 : Soit f : R? — RY une application bijective et différentiable. Montrer
que sila réciproque de f est différentiable, alors p = g.

Exercice 18 : Soit ¢ : E x E — F une application bilinéaire ot E et F sont deux
espaces vectoriels réels de dimension finie. Montrer que ¢ est différentiable et
calculer sa différentielle.

Exercice 19: Soit E un espace vectoriel euclidien.
1. En quels points I'application x — | x|| est-elle différentiable?

2. Déterminer en ces points le vecteur gradient.

Exercice 20 : Soit f : R> — R une fonction telle que
Vi) eR:,1f0 - FOI< lx—yl?.

Montrer que f est constante.

Exercice 21: Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit f : E — Eune
application de classe ¢’'. Montrer que f est une application affine si et seulement
sil'application x — d, f est constante sur E.

Exercice 22 : Soit u un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien E. On
fixe un point xg € E et on définit 'application f: E — R par

1
fl) = E(M(x) | x) + (xp | x).

1. Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle.

2. Calculer le gradient de f en tout point de E.

IZVG LI Applications de classe €

Exercice 23 : Déterminer si I’application suivante est de classe ¢! sur R?.

%213
e i(x, 0,0
Fay =1 Zay? si (x,y) #(0,0)
0 sinon.

Exercice 24 : Déterminer si I'application suivante est de classe 4! sur R?.

P

x—x2 T2 si(x,y) #(0,0)

f,y) =

0 sinon.

Exercice 25 : Déterminer si I'application suivante est de classe ¢! sur R?.

x*y*In(x% + y?)

_ si(x,y) #(0,0)
[y = { 0

sinon.

Exercice 26 : Déterminer si I'application suivante est de classe ¢’ sur R?.

. 1 .
(xz + yz) Sln(xz—_'_yz) si (x, y) #(0,0)

0 sinon.

flx, =

Exercice 27 : Déterminer si I'application suivante est de classe ¢! sur R?.

SINGY) G 90 # 0,00
Fry={ X+l I
0 sinon.
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Exercice 28 : Déterminer si I’application suivante est de classe ¢! sur R?.

O ) £0,0
— si(x, ,
f,y) =9 x2+y? Y
0 sinon.

Exercice 29 : Montrer que 'application f : R?\ {(0,0)} — R définie par

fx,y=(x*-y*)In(x*+y?)

se prolonge a R? en une fonction de classe €.

Exercice 30 : Soit f : R — R une fonction de classe ¢’'. On suppose que f est
homogeéne de degré 1, c’est a dire

VE>0, V(x,y)eR? f(tx, ty) =tf(x,y).
1. Montrer que les dérivées partielles de f sont constantes.

2. En déduire que f est une application linéaire.

Exercice 31 : Soit f : R> — R une application de classe ¢! telle que

V(x,y) € IRZ, x%(x, )+ yg—];(x, ¥)=0.

Montrer que 'application ¢ : R — R définie ci-dessous est constante.

2m

VreR, ()= f(rcos(t), rsin(z))dt.
0

Exercice 32 : Soit f:R? — R de classe 4’'. On définit 'application & : R — R par

h(x) :fxf(t,x) dr.
0

Montrer que h est dérivable et calculer sa dérivée.

Exercice 33 : Soit a € R. Soit f :R?> — R de classe ¢! vérifiant

of of
2 o e =
V(x,y) eR, xax(x,y)+yay(x,y) af(x,y).

Déterminer une expression de la fonction ¢ : R, — R définie par

21

VreR:, ()= f(rcos(t), rsin(z))dt.
0

Exercice 34 : Soit f:R? — R de classe ¢’'. On définit 'application F : R — R par

x3

F(x)=
2x

flx+1,0dr.

Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Exercice 35: On considére une fonction f : R — R de classe ¢! sur R et on définit
I'application ¢ s : R* x R — R par

X

1 Xy
V(x,y) ER* xR, (pf(x,y)zgf f(nde.

X

1. Montrer que ¢ est de classe ¢’ sur R* x R et calculer ses dérivées partielles.
2. Montrer que ¢ ¢ se prolonge a R? par continuité.

3. Déterminer les fonctions f : R — R de classe ¢! telles que ¢ £ ne dépende
pas de sa premiére variable.

Applications de classe €~

Exercice 36 : Montrer que 'application f :R?\ {(0,0)} — R définie par

2= y?
f(x,y)—xyszyz

se prolonge 4 R? en une fonction de classe %!, mais pas de classe .
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Exercice 37 : Soient f:R — R de classe 4 et F : R> — R définie par

fx*+y%) - f(0)
F(x,y) = X2+ y?
1) sinon.

si (x,y) # (0,0)

Montrer que F est de classe 6! sur R?.

Exercice 38 : Soit f : R> — R I'application définie par

3

Y sixy) £00,0
f(x,y): x2+y2 !y ’

0 sinon.

1. Montrer que f est de classe €' sur R?.

0 f 0’ f
0,0) et
dxdy( Ve 0yox

3. Lapplication f est-elle de classe €2

2. Calculer les dérivées partielles

(0,0).

Exercice 39 : Soit f:R?\ A — R I'application définie par

cos(x) —cos(y)

flx, = avec A={(x,y)eR*|x=y}.

Montrer que f se prolonge a R? en une application de classe €.

Exercice 40 : Soient f:R — R de classe 4 et F : R> — R définie par

f-fy Six#y
F(x,y)= xX=y

) sinon.

Montrer que F est de classe €' sur R?.

Exercice 41 : Déterminer les fonctions ¢ : R* — R de classe % telles que la fonc-
tion f: R2\ {(0,0)} — R définie par

V(x, ) €R*\{(0,0)}, f(x,)) =" +y%)

vérifie Af =0.

Exercice 42 : Soit f:R? — R de classe ¢’>. On définit 'application F : R> — R par
Y(u,v) €R?, F(u,v)= f(u2 —v%,2uv).

Montrer que si Af =0, alors AF = 0.

Exercice43: Soit [ : R? — Rdeclasse €2 et F: (r,0) — f(rcosf,rsin@). Exprimer
le laplacien A f en fonction des dérivées partielles de F.

Exercice 44 : Soit f : R? — R une fonction de classe ¢ vérifiant Af = 0.

1. Soit F :R? — R définie par F(r,0) = f(rcos(0), r sin(#)). Montrer que

0 ( aF) . 0°F 0

r—|r—|+—===0.

or\ or) 062

2. En déduire que I'application ¢ : R — R définie ci-dessous est constante.

2
VreR, (p(r):f f(rcos(t), rsin(z))dt.
0

Exercice 45 : Soit f : R? — R une fonction de classe 4 dont la différentielle en
tout point est une rotation vectorielle. Montrer que f est une rotation affine.
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Equations aux dérivées partielles

VA - Equations aux dérivées partielles d’ordre 1

Exercice 46 : Déterminer les fonctions f : R?> — R de classe ¢! vérifiant

0 0
—f—?)—f =0 avec { u
ox 0y v

2x+y
3x+y.

Exercice 47 : Déterminer les fonctions f : R? — R de classe ¢’ vérifiant

xX+y
2x+3y.

Exercice 48 : Déterminer les fonctions f:R* x R — R de classe ¢! vérifiant

Y(x, ) eR* xR xg(x ) + g(x )=0
’y + ) ax ’y yay ’y_

en utilisant les coordonnées polaires.

Exercice 49 : Déterminer les fonctions f: R x R* — R de classe ¢! vérifiant

0 0
V(x,y) eRx R}, yé(x, ) —xé(x,y) =f(x,y)

en utilisant les coordonnées polaires.

Exercice 50 : Soit a € R. Déterminer les f:R* x R — R de classe ¢! vérifiant

. of of
V(x,y) eRI xR, xa(x,y)+ya(x,y) =af.

en utilisant les coordonnées polaires.

Exercice 51 : Déterminer les fonctions f : R* x R — R de classe ¢! vérifiant

« of of
V(x,y) ER} xR, xa(x,y)era(x,y) =1/ x2 + y?

en utilisant les coordonnées polaires.

Exercice 52 : Déterminer les fonctions f : R* x R — R de classe ¢! vérifiant

0 0
V(x,y) €R" xR, y%(x, ) —xa—];(x, )= %f(x, 7

en utilisant les coordonnées polaires.

Exercice 53 : Déterminer les fonctions f: R* x R* — R de classe ¢! vérifiant

s oor Of of
V(x,y) €eRI xRI, xa(x,y)—y—(x,y)zo

dy

. X
enutilisant u=xyetv=—.
y

Exercice 54 : Déterminer les fonctions f: R* x Rt — R de classe ¢! vérifiant

Y(x,vy) e R* xR: xg(x ) + g(x V=2
’y + + 6x ’y yay ’y_

- X
enutilisantu=xyetv=—.
y

Exercice 55 : Déterminer les fonctions f : R* x R — R de classe ¢! vérifiant

0 0
V(x,y) € IR&:"r x R, xzé(x,y) +xya—j;(x,y) =y

enutilisantu=xetv = Y
X


http://vonbuhren.free.fr

Interrogation orale - Calcul différentiel

Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free. fr

Exercice 56 : Déterminer les fonctions f: R* x R — R de classe ¢! vérifiant

of of

V(x,y) eRi xR, 2xy—(x y)+(1+y ) (x y) =

2

u? + v?

en utilisant x =

R
ety=—.
=3

Exercice 57 : On considére 'ensemble U = {(x,y) e R? | x > |y| }.
1. Montrer que U est un ouvert de R?.

2. Déterminer les fonctions f: U — R de classe ¢’ vérifiant

or, of

2_ 2
Ox yay re

enutilisantu=xetv = X.
X

Exercice 58 : On consideére 'ensemble U = {(x,y) € R? | x < y}.
1. Montrer que U est un ouvert de R?.

2. Déterminer les fonctions f: U — R de classe ¢! vérifiant

of of > »
xax ydy_x ¥

enutilisantu=x+yetv=xy.
Exercice 59 : On considere sur R? I'équation aux dérivées partielles

=2+ ®

1. Déterminer les fonctions f :R* xR — R de classe ¢! vérifiant (E) en utilisant

le changement de variable u=xet v = X.

2. En déduire les fonctions f : R? — R de classe ¢! vérifiant (E).

V.B - Equations aux dérivées partielles d’ordre 2

Exercice 60 : Déterminer les fonctions f : R?> — R de classe €2 vérifiant

AP L
0x%?  0y?

= Xx+y

u
avec
= x-J.

Exercice 61 : On considére 'ensemble U = {(x,y) € R? | x* > y?}.
1. Montrer que U est un ouvert de R?.

2. Déterminer les fonctions f: U — R de classe €2 vérifiant

’f o°f 1

ox2  0y?  \/xZ— 2

= x+y

u
avec
v o= Xx—-J.

Exercice 62 : Déterminer les fonctions f : R? — R de classe ¢’ vérifiant

Pf L 0f Of_
0x? Gxay 0y?

= X

u
=0 avec
{v = x+y

Exercice 63 : Soit c € R*. Déterminer les f : R> — R de classe €2 vérifiant

62 f 0 f
@ ay avec {

= x+cy
x—cy.

Exercice 64 : Déterminer les fonctions f : R* x R* — R de classe ¢ vérifiant

f f

V(x,y) eRE xR, x° 50—y 5y =

x
enutilisantu=xyetv=—.
y
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Exercice 65 : Déterminer les fonctions f:R* x R* — R de classe €2 vérifiant

0 f 0’ f 0’ f

V(x,y) eRE xRY, xzﬁ(x,y) +2xyax6y(x,y) +y20—y2(x,y) =0

1. X
enutilisant u =xyetv=—.
y

V.C - Systéemes aux dérivées partielles

Exercice 66 : Déterminer les fonctions f :R? — R de classe ¢! vérifiant

g(x,y) = ye'V+3 %(x,y) = e'y
) | % @i {
Y g(x ) = xe'V g(x ) = e'+2
ay ’y - ’ ay »,V - y;
g(x,y) = sin(xy) g(x, y) = e*+ycos(xy)
0x . 0x
(ii1) A of (iv) < of
@(x,y) = cos(xy), E(x,y) = xcos(xy).

Exercice 67 : Déterminer les fonctions f:R* x R* — R de classe ¢! vérifiant

d 2+ 0 2
a—f(x,y) - == a—f(x,y) =T i 2
ORI Y i { °% oy
g(x ) = 2+_y of x?
oy Y T ay ™Y T G

Extremums d’une fonction

VI.A - Généralités

Exercice 68 : Ftudier les extremums locaux des fonctions f : R? — R suivantes.

(i) f(x,y)=x2+2y2—2xy—2y, (iQ) f(x,y):x2+y2+4xy—2,
(iii) f(x,y)=x*+xy+y*—3x—6Y, (iv) f(x,y)=x*+2y*—2xy—2y,
W) fxy) =&x=—p°+x+y)°,

(vii) f(x,y) = x4+y4—4xy,

(vi) flx,y)= x3 +y3 —-3xy,

(wiii) fx,y)=x*+y*—4(x -y

Exercice 69 : FEtudier les extremums de la fonction f: (R*)? — R définie par

flx,y) =0 4 yin),

Exercice 70 : On considére la fonction f : (R*)? — R définie par
V(x,y) € RY)?  f(x,) =xIn(y) - yln(x).

1. En utilisant une étude de fonction, montrer que I’équation ¢ —In(¢) — t1=0
admet une unique solution ¢ € R} que I'on déterminera.

2. Ftudier les extremums locaux de la fonction f.

Exercice 71 : On considére la fonction f : R> — R définie par
v 2 _ .2 2
Y EeR?, flx,y)=x"y+In(1+y7).

Montrer que f admet un point col en (0, 0).

Exercice 72 : Etudier les extremums locaux de la fonction f : R> — R définie par

V(x,y) €R%,  fl(x,y) = (2+cos(x))(2 +cos(y)).
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Exercice 73 : On considére la fonction f:[-1,1] x R — R définie par

Vx,y)e[-1,11 xR, f(x,y)= ¥ -V1-x2 cos(y).
1. Déterminer les points critiques de ’application f sur]—1,1[xR.

2. Déterminer la nature de chaque point critique de I'application f.

Exercice 74 : On considére la fonction f : R> — R définie par
V) ER?, flx)) = (e,
1. Etudier les extremums locaux de la fonction f.

2. Montrer que les extremums trouvés précédemment sont globaux.

Exercice 75 : Déterminer la borne supérieure de f: ([Rj‘r)2 — R définie par

Xy
Q1+x)A+P(x+y)

fl,y) =

Exercice 76 : Soit a € R. Déterminer la borne inférieure de f: (IRDZ — R définie
par

a
Y =X+y+—.
f,=x+y Xy

Exercice 77 : Soient U un ouvert convexe et f : U — R convexe et différentiable.
Montrer que tout point critique de f est un minimum global.

Exercice 78 : On considere I'application f : R3 — R définie par
f:(x,,2)— x> +y* +2° + 2xyz.

1. Déterminer les extremums locaux de f et leur nature.

2. Lapplication f admet-elle un extremum global ?

Exercice 79 - Régression linéaire : Soient ((x1,1), ..., (xp, ¥p)) € (R?)” tel que les
nombres xi,..., X, ne soient pas tous égaux. On considere la fonction f : R? — R
définie par
p
f:(ab)— (yk—axk—b)2
k=1

1. Montrer que f admet un unique point critique (a, ) € R?.

2. Montrer que f admet un minimum global en (a, B) € R?.
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VL.B - Extremums d’'une fonction sur un compact

Exercice 80 : Déterminer les extremums de f: T — R définie par
fx,y)=xyl-x-y)

avec T={(x,y) €R?| x>0, y>0, x+y <1}

Exercice 81 : Soient (a,b,c) € R3 avec a, b, ¢ > 0. Déterminer les extremums de
I'application f: T — R définie par

fx, 1) =xyP1-x-y)°.
avec T={(x,y) €ER?| x>0, y>0, x+y<1}.

Exercice 82 : Déterminer les extremums de f : [0, 1]> — R définie par

xX+y

o=

Exercice 83 : Déterminer les extremums de f : [0, %]2 — R définie par
f(x,y) =sin(x) sin(y) sin(x + y).
Exercice 84 : Déterminer les extremums de f : [0, 112 — R définie par
fy=x-y+3>+y>
Exercice 85: Déterminer les extremums de f : D — R définie par

fx,y)=y*—x’y+x*

avec D ={(x,y) eR?| x> -1< y<1-x%.

Exercice 86 : Déterminer les extremums de f : D — R définie par
faop=xt+yt—2(x-y?

avec D ={(x,y) € R2 | xz+y2 < 4}

Exercice 87 : On considére la fonction f : R? — R définie par

f(x,y) = yexp(x) + xexp(y).

1. Déterminer les points critiques de I'application f sur R?,
2. Montrer que f n'admet pas d’extremum local sur R?.

3. Déterminer les extremums de 'application f sur [-1,1]2.

Exercice 88 : Soit ABC un triangle non aplati du plan. Déterminer le maximum
du produit des distances d'un point M intérieur a ABC aux cotés de ce triangle.

Exercice 89 : Soit ¥ un cercle de rayon 1. Quel est le périmeétre maximal d'un
triangle dont les sommets sont sur ¢ ?

Exercice 90 : Soit % un cercle de rayon 1. Quelle est I'aire maximale d’un triangle
dont les sommets sont sur 4 ?
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—— Solutions partielles —

Exercice 2 : La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a y sur R?.
La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a x sur R? \ {(0,0)}.

Exercice 6 : La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a y sur R?.
La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a x sur R2\ ({0} x R*).

Exercice 12 : La différentielle en a € C* est h— —h/a?.

Exercice 13 : Lapplication se prolonge par continuité si et seulement si p € N*.
Ce prolongement est différentiable si et seulement si p > 2.

Exercice 15 : Pour la réciproque, montrer que ¢ : t — f(tx,ty) — t? f(x,y) est so-
lution de I’équation différentielle y' = (a/1)y.

Exercice 19 : U'application est différentiable sur la partie E \ {0}. Sa différentielle
enun point a # 0 est h— (a| h)/| all. On en déduit que le gradient en a est a/| all.

Exercice 20 : La différentielle est nulle en tout point de R?.

Exercice 22 : La différentielle de f en a € E est h — (u(a) + xo | h). Le gradient de
la fonction f en a € E est u(a) + xy.

Exercice 23 : Lapplication f est de classe €.

Exercice 24 : Lapplication f n’est pas de classe ¢!, car la seconde dérivée par-
tielle n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 25 : Lapplication f est de classe €.
Exercice 26 : Lapplication f n’est pas de classe €.

Exercice 27 : Lapplication f n'est pas de classe %’".

Exercice 28 : Lapplication f n’est pas de classe %!, car la premiére dérivée par-
tielle n'est pas continue en (0, 0).

Exercice 30 : Dériver la relation de départ par rapport a chacune des variables.
Exercice 31 :0On a (p’ =0, donc ¢ est constante et vaut 27 f(0).

Exercice 33 : En appliquant le théoréme de dérivation sous l'intégrale, on a la
relation r¢'(r) = ag(r). On en déduit que ¢(r) = Ar® pour tout r >0.Siona a <0,
on en déduit A =0. Si @ > 0, on ne peut rien dire en plus.

Exercice 34 : On remarque F(x) = @(x, x%) — ¢(x,2x) o1

1

(p(x,u):f f(x+1,t)dt:/ uf(x+1,tu)dr.
0 0

Il suffit d’utiliser la régle de la chaine pour conclure.

Exercice 41 : On a Af = 0 si et seulement si ¢ vérifie r¢” (r) + ¢'(r) = 0. On en
déduit que ¢(r) = CIn(r) + D.

Exercice 42:On a AF = 4(u? + vz)Af.

E ice43:0nt Af 62F+10F+162F
xercice 43 : On trouve =ttt —=—.
or2 ror r2002
Exercice 44 : On a r(r(p’(r))’ =0, donc ¢(r) = Cln(|r|) + D pour tout r € R*. Par
continuité de ¢ sur R, on conclut que ¢ est constante.

Exercice 45 : Pour tout (x, y)?, on peut écrire par hypothese que

cx,y) -s(x,y)

HmeSmw c(x,y)

ol c:R? — Ret s:R? — R sont de classes ¢! et vérifient c? + s*> = 1. En dérivant
cette relation, on obtient que (dxc,0ys) et (0y.¢,dys) sont colinéaires. D’autre part,
en utilisant le théoreme de Schwarz, on montre que ces deux vecteurs sont aussi
orthogonaux, donc ils sont nuls, ce qui permet de conclure.
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Exercice 46: On a f(x,y) = h(3x+ y) ol h: R — R est de classe €.

Exercice 47:0na f(x,y) = h(2x+3y)exp(x+y) ot h:R— Rest €.

y

Exercice 48:On a f(x,y) = h(;) o h:R—Rest .

Exercice 49:On a f(x,y) = h(x* + y?) exp (Arctan (f)) ot h:R* — R est une ap-
y

plication de classe ¢!
. . _ Y 2 nal2 5. 1
Exerc1ce50.0naf(x,y)—h(;)(x +y*) " ouh:R—Rest ¢’

Exercice 51 : On a f(x,y) = V/x%+y* + h(z) ou la fonction % : R — R est une
X

application de classe €.

Exercice 52 : On a f(x,y) = xh(x*+y?) ot h : RY — R est une application de
classe €.

Exercice 53:Ona f(x,y) = h(xy) ot h:R* — Rest €.

Exercice 54:On a f(x,y) =In(xy) + h(;) ot h:R* —Rest 6.

y

Exercice 55:Ona f(x,y) = <
b

yIn(x)
X

+h( )01‘1h:[R—»[Rest‘51.

Exercice56:0naf(x,y):h( X )oﬁh:ﬂ%i—»ﬂ%est(fl.

1+ y?
Exercice 57:Ona f(x,y) = \/xz—y2+h(£) ol h:R* —Rest .

(x+7y)?

Exercice58:0na f(x,y) = +h(xy)ouh:R—Rest%!.

Exercice 60 : En notant F: (u,v) — f ( u; v, u; v)’ I'équation aux dérivées par-
tielles est équivalente a
0°F 0
oudv

On en déduit que f(x,y) =h(x+y)+k(x—y)ou h,k:R — R sont %

Exercice 61 : En notant F: (u,v) — f ( u; V, u; V), I'équation aux dérivées par-
tielles est équivalente a
A 0°F _ 1
oudv  Juv’

On en déduit que f(x,y) = h(x+y) + k(x—y) + /x2— y2 ot h, k : R — R sont €.

Exercice 62 : En notant F: (i, v) — f(u, v — u), 'équation aux dérivées partielles
est équivalente a
yF_O
ouz
On en déduit que f(x,y) = xh(x+ y)+ k(x+ y) ou h, k:R — R sont &2,

Exercice 63 : En notant F: (u,v) — f ( u; v, uz— v)’ I'équation aux dérivées par-
tielles est équivalente a ¢
0°F 0
oudv

On en déduit que f(x,y) = h(x+cy) + k(x — cy) ot h, k : R — R sont €.

Exercice 64 : En notant F : (u,v) — f(vuv,Vu/v), 'équation aux dérivées par-
tielles est équivalente a
0°F OF _

2 —-—=0.
”auau ov 0

On en déduit que f(x,y) = h(f) VXY +k(xy) ot h, k: Ry — Rsont 2.
y


http://vonbuhren.free.fr

Interrogation orale - Calcul différentiel

Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free. fr

Exercice 65 : En notant F : (u,v) — f(v/uv,Vu/v), 'équation aux dérivées par-
tielles est équivalente a
0°F OF _

2u +—=0.
ou? Odu

On en déduit que f(x,y)=h (f) VXY +k (f) ol h, k:R* — Rsont 2.
y y
Exercice 66 :
(i) Les solutions sont f(x,y) =e*Y +3x+ C avec C € R.
(ii) Les solutions sont f(x,y) =e*y+y?+ C avec C € R.
(iii) Iln'y a pas de solution.

(iv) Les solutions sont f(x,y) =e*+sin(xy) + C avec C e R.

Exercice 67 :
(i) Iln'y a pas de solution.

(ii) Les solutions sont f(x,y) = (xy)/(x+ y) + C avec C e R.

Exercice 69 : La fonction admet un unique point critique en (1,1) ol1 se trouve un
minimum global.

Exercice 70 : La fonction admet un unique point critique en (e, e) qui est un point
selle.

Exercice 72 : La fonction admet un unique point critique en (1, 1) ol se trouve un
minimum global.

Exercice 73 : Les points critiques de I'application f sont

3
pr = (0,2km), qr=1(0,2k+1)m), r,:—’ = (i%,n+2kn)
ol f admet respectivement un minimum global, un point selle et un maximum
global.

Exercice 74 :

1. La fonction f admet un maximum local en (1/2,1/2) et un minimum local
en (—1/2,-1/2).

2. Il suffit de remarquer que lim f(v)=0.
vl —+o0

Exercice 75 : Le maximum de y — f(x,y) se trouve en y/x. En étudiant la fonc-
tion x — f(x,1/x), on a que la borne supérieure vaut 1/8 et est atteinte en (1,1).

Exercice 76 : Le minimum de y — f(x, y) se trouve en v a/x. En étudiant la fonc-
tion x — f(x, v alx), on en déduit que f admet un minimum absolu en (v/a, V/a).

Exercice 80 : Le maximum de f est 2/17 et est atteint en (1/3,1/3). Le minimum
de f est 0 et est atteint sur les points du bord de T

Exercice 81 : Le maximum de f est

a b a®bPct

a+b+c a+b+c) (a+b+c)ath+c’

f

Le minimum de f est 0 et est atteint sur les points du bord de T'.

Exercice 82 : Le maximum de f est 31/3/8 et est atteint en (1/v/3,1/v/3). Le mini-
mum de f est 0 et est atteint en (0, 0).

Exercice 83 : Le maximum de f est 3v/3/8 et est atteint en (77/3,7/3). Le minimum

de f est 0 et est atteint sur
/2 TR
oz ]u{Z 2

Exercice 84 : Le maximum de f est 2 et est atteint en (1,0) et (1,1). Son minimum
est —2/(3V/3) et est atteint en (0,1/v/3).

7
03
2

x {0} U {0} x

Exercice 85 : Le maximum de f est 1 et est atteint sur
(67 -1 eR? | -1< < UO, D),

Le minimum de f est 0 et est atteint en (0, 0).
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Exercice 86 : Le maximum de f est 10 et est atteint en
Yy . (T 5St) . (57
(cos(—),sm(—)), cos|—|,sin|—|],
12 12 12 12
cos|——|,sin| — et [cos|—|,sin|—]].
12 12 12 12

Le minimum de f est —8 et est atteint en

V2 V2
2’ 2
Exercice 87 :

1. Enremarquant que la fonction ¢ — e—; +e!/! ne s’annule que en —1 sur l'inter-
valle ] —o0,0[, on en déduit que la fonction f admet un unique point critique
en(—1,-1).

2. Avec un développement limité de ¢t — f(—1+ at,—1 + t), on constate que f
n'admet pas d’extremum local en (-1, —1).

3. Le minimum de f sur [-1,1]? est atteint en (—1,1) et en (1,—1), tandis que le
maximum de f sur [-1, 112 est atteint en (1, 1).

Exercice 88 : Si M est un point intérieur a ABC, I'expression de la fonction est

d(M,(BC)) x d(M, (AC)) x d(M, (AB)) = (Fapc — DMBC — DMAB) -

BCx ACx AB
Il suffit donc de déterminer la maximum de la fonction f: T — R définie par

f(u,v) =uv(eapc—u—v) avec T={(u,v)€[R€2|u>0,v)O,u+v<£iABC}.

Le maximum de cette fonction est atteint en (&Zapc/3, Zapc/3) etil vaut

f(JZfABC %ABC) _ A 35c
3 ' 3 27

Exercice 89 : On peut supposer qu'un des sommets du triangle est (1,0). Un tri-
angle sur le cercle ¢ peut se représenter par

On introduit donc I'’ensemble fermé borné
T={apfeR’ 0<a<p<2nl.

Le périmetre du triangle dessiné ci-dessus est donné par
fla,p)= Z(Sin(g) +sin(ﬁ;a) +sin(§)).

Le maximum de f est 3v/3 et est atteint en (277/3,47/3). En revenant au probleme
de départ, on trouve que les triangles inscrits dans le cercle unité de périmetre
maximal sont les triangles équilatéraux. Leur périmeétre vaut 3v/3.
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Exercice 90 : On peut supposer qu'un des sommets est (1,0). Un triangle sur le
cercle ¥ peut se représenter par

On introduit donc 'ensemble fermé borné
T={apeR’ 0<a<p<2nl.
Laire du triangle dessiné ci-dessus est donné par
fla,B) = % (sin(a) +sin(f — a) —sin(f)).
Le maximum de f est 3v/3/4 et est atteint en (27/3,47/3). En revenant au pro-

bleme de départ, on trouve que les triangles inscrits dans le cercle unité d’aire
maximale sont les triangles équilatéraux. Leur aire vaut 3v/3/4.
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