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Analyse asymptotique
des suites

Partie I Relations de comparaison

I.A - Généralités

Exercice 1 : Soit (un)n∈N une suite de nombres réels. Montrer que si (un)n∈N di-
verge vers +∞, alors on a un ∼ ⌊un⌋.

Exercice 2 : Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de réels strictement positifs.
Montrer que si un ∼ vn et lim

n→+∞un =+∞, alors ln(un) ∼ ln(vn).

Exercice 3 : Soit (un)n∈N une suite de nombres réels décroissante telle que l’on
ait l’équivalent un +un+1 ∼ n−1. Déterminer un équivalent de (un)n∈N.

Exercice 4 : Soient (un)n∈N, (vn)n∈N, (xn)n∈N et (yn)n∈N des suites de réels stricte-
ment positifs telles que un ∼ xn et vn ∼ yn . Montrer que (un + vn) ∼ (xn + yn).

Exercice 5 : Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites équivalentes de réels positifs. On
considère les suites (Un)n∈N et (Vn)n∈N définie par

∀n ∈N, Un =
n∑

k=0
un , Vn =

n∑
k=0

vk .

Montrer que si (Vn)n∈N diverge, alors Un ∼Vn .

I.B - Suites définies explicitement

Exercice 6 : Déterminer la limite des suites de terme général suivant.

(i )

(
1+ sin

(
1

n

))n

, (i i )
ln(cos(1/n))

1−cos(2/n)
,

(i i i )
p

n ln

(p
n +1p
n −1

)
, (i v)

ln(n +1)− ln(n)p
n +1−p

n
,

(v) n sin
(
2π

√
n2 +1

)
, (vi ) n2 (

(n +1)1/n −n1/n)
,

(vi i ) n3
(
e1/n2 −e1/(n+1)2

)
, (vi i i )

n
p

n+1

(n +1)
p

n
.

Exercice 7 : Déterminer la limite de la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
(
3

n
p

2−2
n
p

3
)n

.

Exercice 8 : Soit z ∈C. Déterminer la limite de la suite (un)n∈N∗ définie par

∀n ∈N∗, un =
(
1+ z

n

)n
.

Exercice 9 : Soit (a,b) ∈ (R∗+)2. Déterminer la limite de la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
(

n
p

a + n
p

b

2

)n

.

Exercice 10 : Déterminer un équivalent de la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
∫ n3

n2

dt

1+ t 2 .

Exercice 11 : Soit x ∈ R∗. Déterminer un équivalent de la suite (un)n∈N définie
par

∀n ∈N, un =
n∑

k=0
⌊kx⌋.
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Exercice 12 : Déterminer un équivalent de la définie (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
n∑

k=0
k !.

Exercice 13 : On considère la suite (Sn)n∈N∗ définie par

∀n ∈N∗, Sn =
n∑

k=1

1p
k

.

1. Montrer que l’on a l’inégalité
p

n +1−p
n ⩽

(
2
p

n
)−1 pour tout n ∈N∗.

2. En déduire un équivalent simple de la suite (Sn)n∈N∗ .

Exercice 14 : Soit (un)n∈N∗ dont les termes sont 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5, . . ..

1. Déterminer une expression explicite de la suite (un)n∈N∗ .

2. Déterminer un équivalent de la suite (un)n∈N∗ .

Exercice 15 : Soit P ∈ R[X ] un polynôme non nul de degré d ∈ N tel qu’il existe
une infinité de couples (x, y) ∈Z2 vérifiant P (x)+P (y) = 0.

1. Montrer que l’entier d est impair et qu’il existe deux suites (xn)n∈N et (yn)n∈N
telles que lim

n→+∞xn =+∞ et P (xn)+P (yn) = 0 pour tout n ∈N.

2. En utilisant un développement asymptotique de la suite définie par

∀n ∈N, un = P (xn)1/d +P (yn)1/d ,

en déduire que la suite (xn + yn)n∈N converge.

3. Conclure qu’il existe un entier n ∈Z tel que P (X )+P (n −X ) = 0.

Exercice 16 : Soit (pn)n∈N la suite croissante des nombres premiers. Pour tout
entier n ∈ N, on note π(n) le nombre de nombres premiers dans J0,nK. Montrer
que

π(n) ∼ n

ln(n)
⇔ pn ∼ n ln(n).

I.C - Suites définies par récurrence

Exercice 17 : On considère les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par

u0 = π

2
et ∀n ∈N, un+1 = sin(un), vn = 1

u2
n+1

− 1

u2
n

.

1. Étudier le convergence de la suite (un)n∈N.

2. Étudier le convergence de la suite (vn)n∈N.

3. En déduire un équivalent de la suite (un)n∈N en utilisant le lemme de Cesàro.

Exercice 18 : On considère les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par

u0 ∈R∗
+ et ∀n ∈N, un+1 = ln(1+un), vn = 1

un+1
− 1

un
.

1. Étudier le convergence de la suite (un)n∈N.

2. Étudier le convergence de la suite (vn)n∈N.

3. En déduire un équivalent de la suite (un)n∈N en utilisant le lemme de Cesàro.

Exercice 19 : Soit b ∈ R∗+. On considère une fonction continue f : [0,b] → [0,b]
telle qu’il existe λ ∈ ]0,+∞[ et α ∈ ]1,+∞[ vérifiant

f (x) = x −λxα+o(xm).

On définit la suite (un)n∈N par u0 ∈ [0,b] et un+1 = f (un) pour tout n ∈N.

1. Montrer que si u0 > 0 est suffisamment petit, alors (un)n∈N converge vers 0.

2. Montrer qu’il existe β ∈ R tel que la suite (vn)n∈N définie par vn = uβ
n+1 −uβ

n

converge vers un réel non nul.

3. En déduire un équivalent de la suite (un) en utilisant le lemme de Cesàro.
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I.D - Suites définies implicitement

Exercice 20 : Pour tout n ∈ N, on considère la fonction fn : [0,π/2] → R définie
par

∀x ∈
[

0,
π

2

]
, fn(x) = x cosn(x).

1. Montrer que pour tout n ∈N, il existe un unique xn ∈ [0,π/2] tel que fn(xn)
est le maximum de la fonction fn sur [0,π/2].

2. Déterminer un équivalent des suites (xn)n∈N et ( fn(xn))n∈N.

Partie II Développements asymptotiques

II.A - Suites définies explicitement

Exercice 21 : Déterminer un développement asymptotique à la précision n−2 des
suites de terme général suivant.

(i ) ln(n +1), (i i )
√

n2 +1− 3
√

n3 +1, (i i i )

(
1+ 1

n

)n

.

Exercice 22 : Déterminer un développement asymptotique à la précision n−1 de
la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
∫ 1

0

dx

1+xn .

Exercice 23 : Déterminer un développement asymptotique à la précision n−2 de
la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
n∑

k=0
sin

(
k

n2

)
.

Exercice 24 : Soient f : [0,1] → R de classe C∞ et r ∈N. Déterminer un dévelop-
pement asymptotique à la précision n−r−1 de la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
∫ 1

0
t n f (t )dt .

Exercice 25 : Soit r ∈N∗. Déterminer un développement asymptotique à la pré-
cision n−2r de la suite (un)n∈N∗ définie par

∀n ∈N∗, un = Arctan(n) .

Exercice 26 : Soit r ∈N. Déterminer un développement asymptotique à la préci-
sion n−r de la suite (un)n∈N∗ définie par

∀n ∈N∗, un = ch(n)1/n .
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Exercice 27 : Déterminer un développement asymptotique à la précision n−3 de
la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N∗, un = 1

n!

n∑
k=1

k !.

Exercice 28 : Montrer que
n∑

k=1
2−⌊ln2(k)⌋ = ln2(n)+O(1).

Exercice 29 : Soit f :R+ →R une fonction continue, positive et décroissante.

1. Montrer qu’il existe une constante C ∈R+ telle que

n∑
k=0

f (k) =
∫ n

0
f (t )dt +C +o(1).

2. Montrer qu’il existe une constante α ∈R telle que

n∑
k=1

e−⌊ln(k)⌋ = (e−1)⌊ln(n)⌋+ne−⌊ln(n)⌋+α+o(1).

II.B - Suites définies par récurrence

Exercice 30 : On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 0 et

∀n ∈N, un+1 = e−un

n +1
.

1. Montrer que la suite (un)n∈N converge vers 0.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

un = 1

n
− 1

n2 + 1

2n3 +o

(
1

n3

)
.

Exercice 31 : On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 0 et

∀n ∈N∗, un+1 =
√

un +n2.

1. Montrer que n −1⩽ un ⩽ n pour tout n ∈N.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

un = n − 1

2
− 3

8n
+o

(
1

n

)
.

Exercice 32 : On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 0 et

∀n ∈N∗, un =p
n +un−1.

1. Montrer que
p

n ⩽ un ⩽
p

2n pour tout n ∈N.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

un =p
n + 1

2
+ 1

8
p

n
− 1

4n
+o

(
1

n

)
.
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Exercice 33 : On considère la suites (un)n∈N définie par u0 = 1 et

∀n ∈N, un+1 = un + 1

un
.

On introduit également la suite (vn)n∈N définie par vn = u2
n pour tout n ∈N.

1. Montrer que l’on a le développement asymptotique

vn = 2n + ln(n)

2
+o

(
ln(n)

)
.

2. En déduire que l’on a le développement asymptotique

un =p
2n + ln(n)

4
p

2n
+o

(
ln(n)p

n

)
.

Exercice 34 : On considère la suite (un)n∈N définie par u0 ∈R et

∀n ∈N, un+1 = un +e−un .

On introduit également la suite (vn)n∈N définie par vn = eun pour tout n ∈N.

1. Montrer que l’on a le développement asymptotique

vn = n + ln(n)

2
+o

(
ln(n)

)
.

2. En déduire que l’on a le développement asymptotique

un = ln(n)+ ln(n)

2n
+o

(
ln(n)

n

)
.

II.C - Suites définies implicitement

Exercice 35 : On note Pn(x) = x +·· ·+xn pour tout n ∈N∗ et tout x ∈R.

1. Montrer que Pn(x) = 1 admet une unique solution xn ∈R∗+ pour tout n ∈N∗.

2. Montrer que xn+1
n −2xn +1 = 0 pour tout n ∈N∗.

3. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = 1

2
+ 1

2n+2 +o

(
1

2n+2

)
.

Exercice 36 : On note Pn(x) = x5 +nx −1 pour tout n ∈N et tout x ∈R.

1. Montrer que Pn(x) = 0 admet une unique solution xn ∈R pour tout n ∈N.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = 1

n
− 1

n6 +o

(
1

n6

)
.

Exercice 37 : On note Pn(x) = xn +x −1 pour tout n ∈N et tout x ∈R.

1. Montrer que Pn(x) = 0 admet une unique solution xn ∈R∗+ pour tout n ∈N∗.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = 1− ln(n)

n
+o

(
ln(n)

n

)
.

Exercice 38 : On note Pn(x) = xn +x2 −1 pour tout n ∈N et tout x ∈R.

1. Montrer que Pn(x) = 0 admet une unique solution xn ∈R∗+ pour tout n ∈N∗.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = 1− ln(n)

n
+o

(
ln(n)

n

)
.
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Exercice 39 : On note Pn(x) = xn −x −1 pour tout n ∈N et tout x ∈R.

1. Montrer que Pn(x) = 0 admet une unique solution xn ∈R∗+ pour tout n ∈N∗.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = 1+ ln(2)

n
+ (1+ ln(2)) ln(2)

2n2 +o

(
1

n2

)
.

Exercice 40 : On note Pn(x) = xn −nx +1 pour tout n ∈N∗ et tout x ∈R.

1. Montrer que l’équation Pn(x) = 0 admet une unique solution xn ∈ ]1,+∞[ et
une unique solution yn ∈ ]0,1[ pour tout n ∈N avec n ⩾ 3.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = 1+ ln(n)

n
+o

(
ln(n)

n

)
.

3. Montrer que l’on a le développement asymptotique

yn = 1

n
+ 1

nn+1 +o

(
1

nn+1

)
.

Exercice 41 : On considère un entier n ∈N∗.

1. Montrer que l’équation x+ln(x) = n admet une unique solution xn ∈ [1,+∞[.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = n − ln(n)+ ln(n)

n
+o

(
ln(n)

n

)
.

Exercice 42 : On considère un entier n ∈N∗.

1. Montrer que l’équation x−ln(x) = n admet une unique solution xn ∈ [1,+∞[.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = n + ln(n)+ ln(n)

n
+o

(
ln(n)

n

)
.

Exercice 43 : On considère un entier n ∈N∗.

1. Montrer que l’équation x ln(x) = n admet une unique solution xn ∈ [1,+∞[.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = n

ln(n)

[
1+ ln(ln(n))

ln(n)
+

(
ln(ln(n))

ln(n)

)2

− ln(ln(n))

ln2(n)
+o

(
ln(ln(n))

ln2(n)

)]
.

Exercice 44 : On considère un entier n ∈N∗.

1. Montrer que l’équation x + 3
p

x = n admet une unique solution xn ∈R.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = n − 3
p

n + 1

3 3
p

n
+o

(
1

3
p

n

)
.

Exercice 45 : On considère un entier n ∈N∗.

1. Montrer que l’équation x +exp(x) = n admet une unique solution xn ∈R.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = lnn − lnn

n
− (lnn)2

2n2 +o

((
lnn

n

)2)
.

Exercice 46 : On considère un entier n ∈N et on note In =
]
−π

2
+nπ,

π

2
+nπ

[
.

1. Montrer que l’équation tan(x) = x admet une unique solution xn ∈ In .

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = nπ+ π

2
− 1

nπ
+ 1

2πn2 +o

(
1

n2

)
.
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Exercice 47 : On considère un entier n ∈N et on note In =
]
−π

2
+nπ,

π

2
+nπ

[
.

1. Montrer que l’équation tan(x) =p
x admet une unique solution xn ∈ In .

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = nπ+ π

2
− 1p

nπ
+ 3+4π

π3/2

1

n3/2
+o

(
1

n3/2

)
.

Exercice 48 : On considère un entier n ∈N∗ et on note In =
]
−π

2
+nπ,

π

2
+nπ

[
.

1. Montrer que l’équation x tan(x) = 1 admet une unique solution xn ∈ In .

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

xn = nπ+ 1

nπ
− 4

3π3n3 +o

(
1

n3

)
.
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Solutions partielles

Exercice 3 : On a un +un+1 ⩽ 2un ⩽ un +un−1, donc un ∼ (2n)−1.

Exercice 6 : En utilisant des équivalents, on obtient les limites suivantes.

(i ) e, (i i ) −1/4, (i i i ) 2, (i v) 0,

(v) π, (vi ) 1, (vi i ) 2, (vi i i ) 1.

Exercice 7 : En utilisant des équivalents, on trouve que la limite est 8/9.

Exercice 8 : En écrivant z = x+iy avec (x, y) ∈R2, puis utilisant la forme exponen-
tielle de un , on obtient que la suite (un)n∈N∗ converge vers ez .

Exercice 9 : En utilisant des équivalents, on trouve que la limite est
p

ab.

Exercice 10 : On a un ∼ n−2.

Exercice 11 : On a un ∼ xn2

2
.

Exercice 12 : On a un ∼ n!.

Exercice 14 : On a un = k si et seulement si

k(k −1)

2
+1⩽ n < k(k +1)

2
+1 ⇔ 1+p

8n −7

2
−1 < k ⩽

1+p
8n −7

2
.

On en déduit que

un =
⌊

1+p
8n −7

2

⌋
∼p

2n.

Exercice 17 : La suite (vn) converge vers 1/3, donc un ∼p
3/n.

Exercice 18 : La suite (vn) converge vers 1/2, donc un ∼ 2/n.

Exercice 19 :

2. En prenant β= 1−α, la suite (vn)n∈N converge vers λ(α−1).

3. On en déduit que un ∼ (nλ(α−1))1/(1−α).

Exercice 20 :

1. Avec une étude de fonctions, on remarque pour tout n ∈N∗ que xn est défi-
nie par la relation f ′

n(xn) = 0, ce qui équivaut à nxn tan(xn) = 1.

2. On en déduit de la relation précédente que xn ∼ n−1/2 et fn(xn) ∼ (en)−1/2.

Exercice 21 : En notant (un) la suite étudiée, les développements asymptotiques
sont les suivants.

(i ) un = ln(n)+ 1

n
− 1

2n2 +o

(
1

n2

)
,

(i i ) un = n −p
n + 1

2n
+o

(
1

n2

)
,

(i i i ) un = e− e

2n
+ 11e

24n2 +o

(
1

n2

)
.

Exercice 22 : On trouve un = 1− ln2

n
+o

(
1

n

)
.

Exercice 23 : En utilisant un développement limité de sinus, on trouve

un = 1

2
+ 1

2n
− 1

24n2 +o

(
1

n2

)
.

Exercice 24 : On a un =
r∑

k=0
(−1)k f (k)(1)

(n +1) . . . (n +k +1)
+o

(
1

nr+1

)
.

Exercice 25 : On a le développement asymptotique

un = π

2
−Arctan

(
1

n

)
= π

2
−

r−1∑
k=0

(−1)k

(2k +1)n2k+1
+o

(
1

n2r

)
.
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Exercice 26 : On commence par remarquer au voisinage de +∞ que

ln(ch(x)) = x − ln(2)+ ln
(
1−e−2x)= x − ln(2)+o(x−r ).

On en déduit le développement asymptotique

un = ch(n)1/n =
r∑

k=0

e(−1)k lnk (2)

k !nk
+o

(
1

nr

)
.

Exercice 27 : On obtient le développement asymptotique suivant.

un = 1+ 1

n
+ 1

n2 + 2

n3 +o

(
1

n3

)
Exercice 28 : En notant (Sn)n∈N∗ la suite étudiée, on remarque que S2p−1 = p pour
tout p ∈N∗. On en déduit le résultat en utilisant la croissance de (Sn)n∈N∗ .

Exercice 32 :

1. Faire une récurrence.

2. Pour la première étape, on peut écrire un = p
n +un−1, puis utiliser la pre-

mière question et le théorème d’encadrement.

Exercice 33 :

1. On commence par remarquer que (vn)n∈N diverge vers +∞ et que

vn+1 − vn = 2+ 1

vn
.

On en déduit avec le lemme de Cesàro que vn ∼ 2n, puis on obtient le déve-
loppement asymptotique souhaité en réutilisant la relation précédente avec
le théorème de sommation des équivalents.

2. Il suffit de développer la relation un =p
vn .

Exercice 34 :

1. On commence par remarquer que (vn)n∈N diverge vers +∞, donc

vn+1 − vn = vn
(
e1/vn −1

)= 1+ 1

2vn
+o

(
1

vn

)
.

On en déduit avec le lemme de Cesàro que vn ∼ n, puis on obtient le déve-
loppement asymptotique souhaité en réutilisant la relation précédente avec
le théorème de sommation des équivalents.

2. Il suffit de développer la relation un = ln(vn).

Exercice 39 : L’équation est équivalente à g (x) = ln(x)/ ln(x +1) = 1/n. Or la fonc-
tion g est une bijection de [1,+∞[ sur [0,1[. De plus, la dérivée de g ne s’annule
pas sur l’intervalle [1,+∞[, donc g−1 et de classe C∞. En particulier, g−1 admet
un développement limité à tout ordre en 0, dont on peut calculer les premiers
coefficients.
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