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Analyse asymptotique
des fonctions

Relations de comparaison

Exercice 1 : Déterminer les limites suivantes.

(@) lim \/_ln(1+x) (i) lim In(cos(x))
x—0" Vx+1-1 xaol cos(2x)’
1
(iii) xlg{)l ﬁln 1i$)’ (iv) hm (Cos(x)+sm(x))1/x
Vx+1 In(2x) "
(v) lim V4x+1In|1- i , (vi) hm( n{ x))
X—+00 xX+2 In(x)
L 1 1 S i sin(x) xil;;x()x)
(vii) Jim exp =z —exp m , (viii) xgg ,
In (sin?
(ix) lim xz((1+x)1/x—x”x), (x) lim M,
X—+00 x—wl2 (7 —2x)2
1 ) x? o In(1 + x) | ¥
(xi) xlgg; (exp (x%) —exp m)), (xii) lim (W) ,
(xiii) lim cos(x)™®W, (xiv) lim [tan(x)|°®W,
x—0* X—m/2
In(ch(x)-1 |
(xv) lim %, (xvi) lim x—n(x)’
X—+00 x+1 x—0* x*-1
.. . -xx_l . X I/x
(xvii) lim , (xviii) 11m+(3-2 -2-3%)
x—1 ln(l— xz_l) x—0
16 Arcsin?(x) —
(xix) lim rcs1121 (x) , (xx) hm In(x)nE=
x—1/V2 2x7 -1

Exercice 2: Déterminer un équivalent
(i) delafonction x— vVx2+3x+5—x+1en —ooeten +oo,

(ii) delafonction x— 3x%2—6xen0,en1,en2 eten +oo.

Exercice 3: Déterminer la limite de la suite (u,) ;e définie par
z”: k
VnelN, u,= sin(—).
k=0 n

Exercice4: Soient f:R— Ret g:R — R des fonctions telles que xliI}l fl) =
—+00

1. Montrer que si g = o(f) en +oo, alors exp(g) = o(exp(f)) en +oo.

2. Montrer que la réciproque de la propriété précédente est fausse.

In(In(x))
etg:x—In(x)* en +oo.

In(x)

3. Comparer les fonctions f : x — In(In(x))*

Exercice 5: Soient f, g : I — R des fonctions strictement positives et a € I. Mon-
trer que si la fonction g admet une limite ¢ € RuU {+o0} avec ¢ # 1 lorsque x tend

vers a et que f Radn { alors In(f) x:uln(g).

Exercice 6 : Soient f,g,u,v: I — R des fonctions strictement positives et a € I.

Montrerquesi f ~ uetg ~ v,alors(f+g ~ (u+v).
X—a X—a X—a

Exercice 7: Soit f : R — R une fonction décroissante telle que

1
fx+D+f(x) fodiond

1. Déterminer la limite de f en +co.

2. Déterminer un équivalent de f en +oo.
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Formule de Taylor-Young

Exercice 8: Soient f : R — R une fonction deux fois dérivable et x € R. Déterminer

fx-h-=-2fx)+f(x+h)
h? )

lim (
h—0

Exercice9: Soient f : R — R une fonction deux fois dérivable et x € R. Déterminer

fx+h) - f(x)

flx+h)— Y

i
hlE(l) h

Exercice 10: Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telle que
Vi eR?, flx+y) fle—y) < f(0P

Montrer que f(x) f"(x) < f'(x)? pour tout x € R.

Exercice 11: Soient f : R — R, une fonction deux fois dérivable et a € R. Montrer
que \/7 est dérivable en a si et seulement si f(a) #0 ou f'(a) = 0.

Exercice 12: Soit f :R — R de classe ¢ avec n € N* telle que f(0) = 0.

1. Montrer qu’il existe une unique fonction continue g : R — R telle que pour
tout élément x € R, on ait f(x) = xg(x).

2. On suppose dans cette question que f(x) = o(x™) au voisinage de 0.

(@) Montrer que pour tout p € [0,n— 1], on a au voisinage de 0 les relations
fPx)=0x"P) et gP(x)=o0""P1).

(b) En déduire que la fonction g est de classe ¥ ~lsurR.

3. Montrer que la fonction g est de classe ¢! sur R.

Exercice 13 : Soient n €N et a € R. On définit les ensembles

F={fe® R R) |IPeR,[X], VIER, f(t)=P(1)}
G:{gecﬁ"o(R,R)Ig(x)x:ao((x—a)")}.

—

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de ° (R, R).
2. Montrer que €*°(R,R) = F& G.

%141 (B IIM Calculs de développements limités

IIILA - Développements limités en 0

Exercice 14 : Déterminer les développements limités en 0 des fonctions sui-
vantes.

1 In(1
(i) ————— al'ordre 4, (i1) M alordre 3,
14 x4+ x2 1—x+x2
(iii) tan(x) alordre 5, (iv) th(x) al’ordre5,
i -1 In(1
(v) % al'ordre 2, (vi) M al'ordre 3,
cos(x)+1 sin(x)
In(1 Arct
(vii) M al'ordre 3, (viii) Ln(x) al'ordre 2,
exp(x) —1 tan(x)
(ix) Lm(x) alordre 3, (x) ﬂ al’ordre 2.
1—-cos(x) exp(x)—1

Exercice 15 : Déterminer les développements limités en 0 des fonctions sui-
vantes.

(i) In(cos(x)) alordre4, (ii) exp(sin(x)) alordre 4,
(iv) ch(x)”’62 alordre 2,
(vi) x(ch(x)'* alordre4,

(viii) cos(In(l+ x)) al’ordre 4.

(iii) (1+sin(x))'* alordre2,

sin(x)

(v) cos(x) al'ordre 5,

(vii) In(1+sin(x)) al’ordre 3,
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Exercice 16 : Déterminer le développement limité a 'ordre 5 en 0 des fonctions
suivantes.

(i) x»—»Arctan(lx_—\/fz), (ii) x— Arctan (e*), (iii) x — Arctan(cos(x)).

Exercice 17 : Calculer le développement limité au point 0 a 'ordre 5 de la fonc-
tion f: R — R définie par

dr
Vit d

VxeR, f(x)=f

Exercice 18: Calculer le développement limité de Arcsin en 0 al’ordre 7 € N.

Exercice 19: Déterminer le développement limité en 0 a I'ordre 100 de

99 .k
f(x):ln(z %)

k=0

Exercice 20: Soient n € N* et f: R — R la fonction définie par

exp((n+1Dx)-1

0) = 1 et VxeR",
fO=n+1 e X€ exp(0)—1

flx) =

1. Calculer un développement limité de f en 0 a I'ordre 3.

n
2. En déduire une expression de Z k® pour tout n € N.
k=0

Exercice 21 : Soit n e N.

1. Calculer de deux manieres différentes le développement limité en x =0 a
I'ordre n de la fonction x — (e* —1)".

n
2. En déduire une expression de )_ (—1)""“(2) k¢ pour ¢ € [0, n].
k=0

III.B - Développements limités en un point non nul

Exercice 22 : Déterminer les développements limités en a € R} a 'ordre 4 des
fonctions suivantes.

(i) x71,

(iv) cos(x),

(ii) In(x),

(v) sin(x),

(iii) exp(x),

(vi) Vx.

Exercice 23 : Déterminer les développements limités a des fonctions suivantes.

. < ) L) n N )
(i) Arctan(x) en 1 al’ordre 3, (ii) tan(x) en 1 al’ordre 3,

. b4 1 1
(iii) sin(x)*™™® en > alordre 4, (iv) —exp (—) en 1 alordre 2.
X X

III.C - Développements asymptotiques en I'infini

Exercice 24 : Déterminer un développement asymptotique en +oo des fonctions
suivantes.

(D) Yir2 en o(x7?), (ii) ln(x+ \/1+x2)—ln(x) eno(x™),
VX
x+1\* ) . _2
(@ii) | =—— eno(x°),  (iv) xIn(x+1)—(x+1In(x) eno(x™7).

Exercice 25 : Déterminer un développement asymptotique de x — ch(x)!/*
en +oo ala précision x™" pour tout n € N.
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IIL.D - Développements limités de fonctions réciproques

Exercice 26 : On note f : R — R définie par f(x) = xe* pour tout x € R.

1. Montrer que la fonction f admet une application réciproque définie sur R.

2. Déterminer un développement limité de f~! en 0 a I'ordre 6.

Exercice 27 : Onnote f:]—mn/2,7/2] — R définie par f(x) = 2tan(x) — x.

1. Montrer que f la fonction admet une application réciproque définie sur R.

2. Déterminer un développement limité de f~! en 0 a I'ordre 6.

Exercice 28 : On considere la fonction f: R — R définie par

FO)=0 et VxeR', fx="—1

On admet que la fonction f est de classe €°.

1. Montrer que la fonction f admet une application réciproque définie sur R.

2. Déterminer un développement limité de f~! en 0 a I'ordre 5.

Applications des développements limités

IVAA - Calculs de limites et d’équivalents

Exercice 29 : Déterminer les limites suivantes.

1 1 1
(i) lim - —, (ii) lim -,
x—0 sin?(x) x2 x—0 sin?(x) sh(x)?
1 1+x 1/x _ e
(iii) im - - ——, (iv) lim ;,
=0 x In(1+x) x—0 X
. sin(x)sin® — 1 o x* -1
vy lim —8 (vi) lim —
x—0* x*—1 x—1" In(x)—x+1
(vii) lim (2— x)®0¥/2) (viii) lm (2- x)@n0*/2),
x—1 xX—2"
(ix) lim sin(x)®®, (x) lim (cos(2x) —Zsin(x))“x
xX—7m/2 xX—2~

(xi) lim sin(x)Y/"® (xii) lim In(x)€,
x—07* x—e~

Exercice 30 : Déterminer un équivalent des fonctions suivantes.

(i) x*—sin(x)* eno, (ii) @ _sh(x)* eno, Gii) xP% en +oo.

Exercice 31 : Soit (a, b, ¢) € (R*)3. Déterminer les limite suivantes.

(ii) lim
x—0

(i) lim
x—0

(ax+bx)1/x (ax+bx)1/x

1+c*
Exercice 32: Soit a € R. Déterminer la limite xliIP ch(x)® —sh(x)“.
—+00

Exercice 33: Soit a € R}. Déterminer la limite suivante.

x%—a*
lim .
x—a\ Arctan(x) — Arctan(a)
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Exercice 34 : Soit a € R} avec a # 1. Déterminer la limite suivante.

x%—a*

lim .
x—a\log,(x) —log, (a)

IV.B - Ftude locale d’une fonction

Exercice 35 : Préciser la position relative des courbes représentatives des fonc-
tions suivantes au voisinage de 0.

fx)=e*, gx) =+v1-2sin(x), h(x)=cos(v2x).

Exercice 36 : Pour chacune des fonctions suivantes, étudier la position relative
de sa courbe représentative et de sa tangente au point d’abscisse x = 0.

(iii) V1+v1+x.

Exercice 37: Soit f:]—1,0[ U ]0,+oco[ — R 1a fonction définie par

(i) ln(x2+2x+2), (ii)

1+e*

Inl+x)—x

Vxe]-1,0{u]0,+00[, f(x)= 2

1. Montrer que f se prolonge en une fonction dérivable sur ] — 1, +oo|.

2. Ftudier la position relative de €’ r et de sa tangente au point (0, f(0)).

Exercice 38: Soit f :R* — R la fonction définie par

X
VxeR", X) = .
fx 1

1. Montrer que f se prolonge en une fonction de classe ¢’ sur R.

2. Etudier la position relative de ¢’ r et de sa tangente au point (0, f(0)).

Exercice 39: Soit f :R} — R la fonction définie par

VxeR:, f(x)=(2e"—e*)" .

1. Montrer que f se prolonge en une fonction de classe ¢! sur R .

2. Ftudier la position relative de €’ r et de sa tangente au point (0, f(0)).

Exercice 40 : Soit (a,b) € (Rj)z. On considere la fonction f:R* — R définie par

a*+b* 1/x
VxeR*, f(x):( )

1. Déterminer les limites en +oo et en —oco de la fonction f.

2. Montrer que f se prolonge a R en une fonction dérivable.

Exercice 41 : On considére la fonction f: R — R définie par

2

VxeR, X) = .
F) 1+ x3

Calculer £ (0) pour tout n € N.
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IV.C - FEtude des asymptotes d’'une fonction

Exercice 42 : Etudier I'existence d’asymptote en +oo a la courbe représentative
des fonctions suivantes, puis leur position relative.

(i) Vx(x+1), (i) x(In@x+1)-In®), (i) v (x2-2)(x+3),
(iv) x—+1 (v) xexp(%), (vi) V1+x+x2.

1+exp(1/x)’

Exercice 43 : On considere la fonction f:R* — R définie par

xch(x)—sh(x)

VxeR", f(x) = ho -1

1. Montrer que f se prolonge en une fonction de classe ¢! sur R.

2. Ftudier 'asymptote en +oo de f.
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—— Solutions partielles —

Exercice 1 : En utilisant des équivalents, on obtient les limites suivantes.

(i) 0, (ii) —1/4, (iii) 2, (iv) e,
(v) -2, (vi) 2, (vii) 0, (viii) e,
(ix) 1, (x) —1/4, (xi) 2, (xii) e,
(xiii) 1, (xiv) 1, (xv) 1, (xvi) 1,
(xvii) O, (xviii) 8/9, (xix) 4m, (xx) 1.

Exercice 3 : En utilisant un développement limité a 'ordre 1 de sinus, on trouve
que (u,) converge vers 1/2.

Exercice 4 :
2. Considérer les fonctions f:x— x>+ x et g: x — x2.

3. En remarquant In(In(g)) = o(In(In(f))) et en utilisant le résultat précédent,
on obtient que g = o(f).

Exercice 8 : On trouve f”(x).
Exercice 9 : On trouve " (x)/2.

Exercice 11 : Si f(a) = 0, alors f admet un minimum local en a, donc f'(a) = 0.
On utilise un développement limité a I'ordre 2 pour conclure.

Exercice 12:
1. Lafonction g est définie par g(0) = f(0) et g(x) = f(x)/x pour tout x € R*.

2. Larelation de comparaison pour f») est une conséquence de la formule de
Taylor-Young. Pour la seconde relation de comparaison, faire une récurrence
sur p € [0, n— 1] en utilisant la formule de Leibniz.

3. Seramener au cas précédent.

Exercice 14 : Les développement limités sont les suivants.

3

1 1
(1) 1—x+x3—x4+0(x4), (ii) x+ Exz—gx +0(x3),

1 3 2 5 5 . 1 3 2 5 5
1) X+=-x"+—x"+ox"), V) Xx—=Xx"+—Xx"+o0(x"),
(iii) 3 T (x7) (iv) 3 5 (x7)

1 1 1, 9 . 1 1, 154 3
v) —=—+-=-x—=x"+0(x°), i) 1—-=x+-x"—=x"+0(x"),
2 2 8 2 2 3

.. 2 5, 11 4 3 2 5 2
vii) 1-x+-x"——x"+0(x°), viii) 1—-=x"+o0(x°),
(vii) 3 22 (x7) ( ) 3 (x7)

(')1+13+(3) ()11 12+(2)
I1X) = X+—X o\xX), X ——X——X oxX).
3 9 2 1

Exercice 15 : Les développement limités sont les suivants.

1 1
(i) — —xt o —xty 0(x4),

1 1
(ii) 1+x+ x> -=x*+ 0(x4),
2 12 2 8

€ 7€ 5 3 \/E 2 2
1) e——x+—x"+o(x"), e———x +o(x7),
(iiQ) 2% (x) Ve B (x%)

(iv)

1 3 5 ; 1, 15 1 4 4
v) 1-=-x"+o0(x"), Vi) X+ =-x"+=-x"——x +o0(x7),
(v) > (x7) (vi) 5 3 16 (x)
1 1 1 1 5
(wii) x— x>+ -x>+0(x%), (iii) 1-=x*+=x° - =x*+ o(x™h).
2 6 2 2 12
Exercice 16 : En passant par la dérivée, on obtient
2 2
(i) f(x)=V2x+ %xs - %xs ++o0(x°),
.. T 1 1 5 1 ¢ 5
ii) f)=—+-x——=x"+—x"+o0(x’),
(#2) fx) 4 2 12 48 ( )
i) fo=Zot X +0(x%)
4 4 24 '
5
. 2, X 5
Exercice 17 : On trouve f(x) = —x+Xx +E + o(x°).
Exercice 18 : En partant de la dérivée de Arcsin, on trouve
1 2k)!
Arcsin(x) = ) (k) 2kl o(x2nH,

=0 22k (kN2 (2k + 1)
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Exercice 19 : On peut écrire

xlOO 100
f(x)=In{e* - 100! + O(Xloo)) = x+ln(1 - —'e_x + 0(x190)
100
X
=X———+ o(xwo).
100!

Exercice 21 :Si0 < ¢ < n, on trouve 0. Si £ = n, on trouve n!.

Exercice 23 : Les développement limités sont les suivants.

(i) Arctan(d) = X 4 2D - S 1%+ L x-1)3+ o((x-1?
4 2 4 12 ’

i <1 s2fe-2) ol 3 3o 2P ol )

(=3

. 2 4

(iii) Sin(x)sm(x):l—l(x—z) ! (x—z) +0

(iv) L ex (1)—e—3e(x—1)+@(x—1)2+0((x—1)2)
12 p = 5 .

+_
2 2) TaaT 2
x

Exercice 24 : Les développements asymptotiques sont les suivantes.

(i) 1+l——+i+o(i) (ii) ln2+i—i+o(i
x 2x? 2x8 x3) 4x2  32x4 x4

e lle 1 . 1 1
(iii) e—g‘i‘rxz‘f‘()(?), (iv) —ln(JC)-f—l—ﬂ-f-y-l—O

Exercice 25 : On commence par remarquer au voisinage de +oco que
In(ch(x)) = x-1In@2) +In(1-e ) = x~In(2) + o(x~").

On en déduit au voisinage de +oco que

n e(-1)kInk(2) 1
cCnnie (1)
k=0 k'x

5
Exercice26:0na f~'(x) =x— x>+ §x5 +0(x5).

)

x2

1

2 16
Exercice 27:0Ona f~!(x) = x— §x3 + Ex*r’ +0(x5).

3

1 7
Exercice 28 : On af_l(x) =x- Ex + Ex*r’ + o(x9).

Exercice 29 : Les limites sont les suivantes.

(0 . (i) 2 (i) - > (iv) -
i -, i) —, iii) ——, iv) ——,
3 3 2 2
W 1, (vi) +oo, (vii) '™, (viii) 1,
(ix) 1, (x) e?, (xi) e, (xii) 1.
Exercice 30 : On obtient les équivalents suivants.
P At 1o PP
6 ) 6 ) .
Exercice 31 : Les limites sont les suivantes.
ab
(i) vab, (i1) —_—.
\/ c
+oo Ssi a>2
Exercice 32: OnaxlirP ch(x)® —sh(x)® = 1 si a=2
—+00
0 si a<?2.

Exercice 33 : La limite est a%(1 + a?)(1 —In(a)).

a®n(a)(1 - In(a))
> )

Exercice 34 : La limite est
Exercice 35 : En calculant les développements limités, on trouve g < h < f.
Exercice 36 : On a les développements limités suivantes.

(i) In(2) +x— %x‘?’ +0 (x3) ,

2 5V2
(i) V2+ £x— ixz
8 128

.. 1 1 4 3
ii) l1-—x+—x"+o(x"),
(i2) 4 48 ( )

+o(x?).
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1 1 1 s .
Exercice37:Ona f(x) = Rt sz +0/(x?). Exercice 43 : )
1. Ona f(x) = §x+ o(x).
1 1

Exercice38:0Ona f(x)=1- 5%+ Exz +0(x?). 2. On ale développement asymptotique
_ —2x -2x _ -X

Exercice 39: On a f(x) = €3 —4e3x +16e3x% + o (x?). flx) = x-ltxe 7te ™ x—ltole”) =(x—1)+2xe ¥ +o(e™).
1-2e X +e 2% 1-2e*+o0(e™™)

Exercice 40 :

1. Ona xgrllwf(x) =max(a, b) et JCl_i}rpoof(x) =min(a, b).

2. Remarquer que 'on a le développement limité

fx) = vVab+ @ln2 (g)x+o(x).

Exercice 42 :

(i) Les développements asymptotique de f en +oo et —oo sont respectivement

()—x+l—i+o(l) et f(x)=- —l+i+o(l)
fa= 2 8x x T T2 T ey x)

1 1 1
(ii) Le développement asymptotique en +oo est f(x) =1n(2)x + > 8x +o0 (;)

5 1
(iii) Le développement asymptotique en +ooest f(x) =x+1— I +0 (;)

1 1
(iv) Le développement asymptotique en +oo est f(x) = Ex + 1 +o0 (;)
X

2 1
(v) Le développement asymptotique en +oo est f(x) = x+2+ p +o0 (;)

(vi) Les développements asymptotique de f en +oo et —oo sont respectivement

1 3 1 1 1
f(X)_x+E+§+O(;) et f(X)——x—E——x+0(—),
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