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Loi d’une variable aléatoire : caractérisations,
exemples, applications.

Exercice 1 : Calculer la fonction caractéristique de la variable aléatoire X
suivant les lois suivantes.
(i) Loi uniforme U (J1, nK) avec n ∈ N∗,
(ii) Loi de Bernoulli B(p) avec p ∈]0, 1[,
(iii) Loi binomiale B(n, p) avec n ∈ N∗ et p ∈]0, 1[,
(iv) Loi de Poisson P(λ) avec λ > 0,
(v) Loi géométrique G (p) avec p ∈]0, 1[.

Exercice 2 : Calculer la fonction caractéristique de la variable aléatoire X
suivant les lois suivantes.
(i) Loi uniforme U ([a, b]) avec a < b,
(ii) Loi exponentielle E (λ) avec λ > 0,
(iii) Loi normale N (µ, σ2) avec µ ∈ R et σ > 0,
(iv) Loi de Cauchy C (λ) avec λ > 0 dont la densité est

f(x) = 1
π

λ

x2 + λ2 ,

(v) Loi Gamma Γ(a, p) avec a > 0 et p > 0, dont la densité est

f(x) = pa

Γ(a)e
−pxxa−11[0,+∞[(x).

Exercice 3 : Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire
X est réelle si et seulement si la loi de X est symétrique (i.e. X et −X ont la
même loi).

Exercice 4 : Soit ϕX la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X à
valeurs dans Rn.
1. Montrer que ϕX(x)→ 0 lorsque ‖x‖ → +∞.
2. Montrer que ϕX est uniformément continue.

est uniformément continue.

Exercice 5 : Montrer que siX et Y sont des variables aléatoires indépendantes
et de même loi, alors la loi X − Y est symétrique.

Exercice 6 : SoientX1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes. Donner
la loi de X1 + · · ·+Xn dans chacun des cas suivants.
(i) Pour tout k ∈ J1, nK, on a Xk ∼ B(nk, p) avec nk ∈ N et p ∈]0, 1[.
(ii) Pour tout k ∈ J1, nK, on a Xk ∼P(λk) avec λk > 0.
(iii) Pour tout k ∈ J1, nK, on a Xk ∼ E (λk) avec λk > 0.
(iv) Pour tout k ∈ J1, nK, on a Xk ∼ N (µk, σ

2
k) avec µk ∈ R et σk > 0.

(v) Pour tout k ∈ J1, nK, on a Xk ∼ C (λk) avec λk > 0.
(vi) Pour tout k ∈ J1, nK, on a Xk ∼ Γ(ak, p) avec ak > 0 et p > 0.

Exercice 7 : Existe-t-il deux variables aléatoires X et Y indépendantes telles
que X − Y ∼ U ([−1, 1]) ?

Exercice 8 : On considère un couple de variable aléatoire (X,Y ) telle que
X ∼ U ([0, 1]) et Y ∼ exp(x) conditionnellement à (X = x) pour tout x ∈ [0, 1].
1. Calculer la densité du couple (X,Y ).
2. Calculer la fonction caractéristique ϕY .
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Exercice 9 : Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.

1. Montrer que pour tout réel t ∈ R, on a ϕXY (t) =
∫
R
ϕX(ty) dPY (y).

2. Calculer ϕXY si X ∼ N (0, 1) et Y ∼ N (0, 1).

Exercice 10 : Soient (Xn) une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes de même loi et N une variable à valeurs entières indépendante des (Xn).
On suppose que les (Xn) et N admettent une espérance. On note

∀n ∈ N∗, Sn =
n∑

k=1
Xk.

1. Montrer que ϕSN
= GN ◦ ϕX1 où GN est la fonction génératrice de N .

2. En déduire que E(SN ) = E(N) · E(X1).
3. Si N ∼ P(λ) avec λ > 0 et Xk ∼ B(p) pour tout k ∈ N∗ avec p ∈]0, 1[,

déterminer la loi de la variable aléatoire SN .

Exercice 11 : Soit X une variable aléatoire réelle bornée.
1. Montrer que ϕX est analytique.
2. En déduire que la loi de X est caractérisée par ses moments (E(Xn))n∈N.

Exercice 12 (Lemme de Scheffé) : Soit (Xn) une suite de variables aléatoires
admettant une densité fn : R → R. Montrer que si (fn) converge simplement
vers la densité f d’une variable aléatoire X, alors la suite (fn) converge vers f
dans L1(R) et la suite (Xn) converge en loi vers X.

Exercice 13 : Soit (Xn) une suite de variables aléatoires où Xn ∼ B(n, 1/n).
1. Calculer la fonction caractéristique de Xn.
2. En déduire que (Xn) converge en loi. Préciser la loi de la limite.

Exercice 14 : Soit (Xn) une suite de variables aléatoires où Xn suit une loi
de Student à n degrés de liberté, dont la densité est donnée par

fn(t) = 1√
nπ

Γ
(

n+1
2

)
Γ
(

n
2
) (

1 + t2

n

)−n+1
2

.

Montrer que (Xn) converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Exercice 15 (Lemme de Slutsky) : Soient (Xn) et (Yn) deux suites de variables
aléatoires convergeant respectivement en loi vers X et Y . On suppose que Y
est presque surement constante.
1. Montrer que la suite ((Xn, Yn)) converge en loi vers (X,Y ).
2. Montrer que la suite Xn + Yn converge en loi vers X + Y .
3. Montrer que la suite (Xn · Yn) converge en loi vers X · Y .

Exercice 16 : Démontrer la loi faible des grands nombre en utilisant les fonc-
tions caractéristiques.

Exercice 17 : Démontrer le théorème central limite en utilisant les fonctions
caractéristiques.

Exercice 18 : En utilisant le théorème central limite, déterminer

lim
n→+∞

e−n
n∑

k=0

nk

k! .
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