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L’algorithme de Waring

1. Le développement
On fixe un entier n ∈ N∗ et un anneau unitaire et commutatif A. Pour tout
entier k ∈ J1, nK, on note Sk ∈ K[X1, . . . , Xn] le k-ième polynôme symétrique
élémentaire qui est défini par

Sk =
∑

16i1<···<ik6n
Xi1 · · ·Xik

Théorème : Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn] un polynôme symétrique. Il existe un
unique polynôme Q ∈ A[X1, . . . , Xn] tel que P = Q(S1, . . . , Sn).

Démonstration :
1) Pour l’existence de Q, on décrit l’algorithme de Waring. On munit l’ensemble
des monômes de A[X1, . . . , Xn] de la relation d’ordre suivante

aXk1
1 · · ·X

kn
n � bX

`1
1 · · ·X

`n
n

avec (a, b) ∈ (A∗)2 si et seulement si il existe r ∈ J1, nK tel que

∀i ∈ J1, r − 1K, ki = `i et kr > `r.

De plus, si M1,M2, N1 et N2 sont des monômes unitaires, on a

M1 � N1 et M2 � N2 ⇒ M1N1 �M1N2 �M2N2. (∗)

2) Si P ∈ A[X1, . . . , Xn] est un polynôme non nul, on note m(P ) le plus grand
monôme de P pour l’ordre �. Comme les polynômes symétriques élémentaires
sont unitaires, on a avec la propriété (∗) pour tout (`1, . . . , `n) ∈ Nn que

m(S`11 · · ·S
`n
n ) = m(S`11 ) · · ·m(S`nn )

= X`1
1 (X1X2)`2 · · · (X1 · · ·Xn−1)`n−1(X1 . . . Xn)`n

= X`1+···+`n
1 X`2+···+`n

2 · · ·X`n
n .

3) Si P ∈ A[X1, . . . , Xn] est un polynôme symétrique et non nul, alors en
notant m(P ) = aXk1

1 · · ·Xkn
n , on a k1 > k2 > · · · > kn. En effet, si on avait

l’inégalité ki < kj pour (i, j) ∈ J1, nK avec i > j, alors on pourrait construire
un monôme de P strictement plus grand avec la transposition (i j).
4) Avec les notations introduites, on peut donner l’algorithme de Waring. On se
donne un polynôme symétrique P ∈ A[X1, . . . , Xn] non nul (sinon c’est trivial).
En notant m(P ) = aXk1

1 · · ·Xkn
n , on peut définir d’après le point précédent

P1 = P − aSk1−k2
1 Sk2−k3

2 · · ·Skn
n ∈ A[X1, . . . , Xn]

D’après le second point, P1 est la différence de deux polynômes admettant le
même plus grand monôme pour l’ordre �. On a deux cas.
• Si P1 = 0, on a montré le résultat.
• Sinon on a m(P1) ≺ m(P ) et on réutilise l’algorithme avec P1.
On est certain que l’algorithme s’arrête car il n’y a qu’un nombre fini de mo-
nômes unitaires M ∈ A[X1, . . . , Xn] vérifiant M ≺ m(P ).
5) Pour démontrer l’unicité, il suffit de montrer que si Q ∈ A[X1, . . . , Xn] est
non nul, alors Q(S1, . . . , Sn) 6= 0. Si M = aXk1

1 · · ·Xkn
n ∈ A[X1, . . . , Xn] est un

monôme, alors on a

m(M(S1, . . . , Sn)) = aXk1+···+kn
1 Xk2+···+kn

2 · · ·Xkn
n .

En particulier, si M et N sont deux monômes distincts de Q, alors les n-uplet
des exposants de m(M(S1, . . . , Sn)) et de m(N(S1, . . . , Sn)) ne sont pas égaux.
On en déduit qu’il existe un unique monôme M de Q donnant l’élément maxi-
mal pour l’ordre � dans Q(S1, . . . , Sn), donc Q(S1, . . . , Sn) 6= 0 (car l’élément
maximal deQ(S1, . . . , Sn) ne peut pas se simplifier en développant formellement
le polynôme Q(S1, . . . , Sn)).

Références : • Chapitre 3, Partie 3.1 de [Esc97].
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2. Remarques sur le développement

On fixe un entier n ∈ N∗ et un anneau unitaire et commutatif A. Rappelons
simplement qu’un polynôme P ∈ A[X1, . . . , Xn] est symétrique si

∀σ ∈ Sn, P (Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = P (X1, . . . , Xn).

3. Un exemple d’application de l’algorithme

On applique l’algorithme pour décomposer le polynôme symétrique

P = X3 + Y 3 + Z3 ∈ Z[X,Y, Z].

Les polynômes symétriques élémentaires de Z[X,Y, Z] sont

S1 = X + Y + Z, S2 = XY +XZ + Y Z, S3 = XY Z.

Le plus haut terme de P pour � est X3. On applique l’algorithme

P1 = P − S3
1 = −3(X2Y +X2Z +XY 2 +XZ2 + Y Z2 + Y Z2)− 6XY Z.

Le plus haut terme de P1 pour � est X2Y . On applique l’algorithme

P2 = P1 + 3S1S2 = 3XY Z.

Le plus haut terme de P2 pour � est XY Z. On applique l’algorithme

P3 = P2 − 3S3 = 0.

On conclut finalement que l’on a la décomposition

P = S3
1 − 3S1S2 + 3S3.

4. Les polynômes de Newton
On fixe un entier n ∈ N avec n > 2 et un anneau unitaire et commutatif A.
On désigne par S1, . . . , Sn ∈ K[X1, . . . , Xn] les polynômes symétriques élémen-
taires. On définit également S0 = 1 et les polynômes de Newton par

∀d ∈ N, Nd =
n∑
k=1

Xd
k .

Les polynômes de Newton sont symétriques, donc on peut les exprimer avec les
polynômes symétriques élémentaires d’après le théorème du développement. Le
théorème donne des relations explicites.

Théorème : On a les relations suivantes.
(i) Pour tout entier d ∈ J1, n− 1K, on a

d−1∑
k=0

(−1)kSkNd−k + (−1)ddSd = 0.

(ii) Pour tout d ∈ N avec d > n, on a
n∑
k=0

(−1)kSkNd−k = 0.

Démonstration :
1) On introduit le polynôme

P = (T −X1) · · · (T −Xn) =
n∑
k=0

SkT
n−k ∈ K[X1, . . . , Xn, T ].

Si d ∈ N avec d > n, alors en multipliant la relation ci-dessus par T d−n, puis
en substituant T par Xi pour i ∈ J1, nK, on obtient

∀i ∈ J1, nK,
n∑
k=0

SkX
d−k
i = 0.

On obtient (ii) en sommant cette dernière relation pour i ∈ J1, nK.

2/3

http://vonbuhren.free.fr


Développement - L’algorithme de Waring Préparation à l’agrégation - Jérôme Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

2) En posant la division euclidienne de P par T −Xi pour i ∈ J1, nK, on a

P = (T −Xi)
[
n−1∑
d=0

(
d∑

k=0
(−1)d−kSkX

d−k
i

)
Tn−1−d

]
.

Finalement, en injectant cette dernière expression dans la relation

∂P

∂T
=

n∑
i=1

P

T −Xi
,

on obtient

n−1∑
d=0

(n− d)SdTn−1−d =
n−1∑
d=0

(
d∑

k=0
(−1)d−kSkNd−k

)
Tn−1−d,

ce qui permet de conclure en identifiant les coefficients en T .

Corollaire : Si K un corps de caractéristique nulle, alors on a

K[S1, . . . , Sn] = K[N1, . . . , Nn].

Démonstration :
Comme 1, 2, . . . , n ne sont pas nuls dans K, on remarque avec le théorème
précédent que chaque Sk pour k ∈ J1, nJ est un polynôme en N1, . . . , Nn. On
conclut avec le théorème du développement.

Ce dernier résultat peut être utile dans divers problèmes. On a par exemple le
résultat suivant.

Proposition : Soit (A,B) ∈Mn(K)2 où K un corps de caractéristique nulle.
Les matrices A et B ont le même polynôme caractéristique si et seulement si

∀k ∈ J1, nK, Tr(Ak) = Tr(Bk).

Démonstration :
1) Quitte à remplacer K par un corps de décomposition de χA · χB, on peut
supposer que χA et χB sont scindés sur K.
2) Si χA = χB, alors A et B ont les mêmes valeurs propres λ1, . . . , λn ∈ K
comptées avec multiplicité. En trigonalisant, on a

∀k ∈ J1, nK, Tr(Ak) =
n∑
k=1

λki = Tr(Bk).

3) On note λ1, . . . , λn ∈ K les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
Par le résultat précédent, il existe P1, . . . , Pn ∈ Q[X1, . . . , Xn] tels que

∀k ∈ J1, nK, Sk = Pk(N1, . . . , Nn).

Comme pour le sens direct, on a

∀k ∈ J1, nK, Nk(λ1, . . . , λn) =
n∑
i=1

λki = Tr(Ak).

En posant S0 = 1, on a finalement

χA(X) =
n∑
k=0

Sk(λ1, . . . , λn)Xn−k =
n∑
k=0

Pk(Tr(A), . . . ,Tr(An))Xn−k.

On peut donc exprimer χA avec Tr(Ak) pour k ∈ J1, nK, d’où le résultat.

Attention : Le résultat précédent est faux en caractéristique fini. Par exemple,
si K est un corps de caractéristique p ∈ N, alors Tr(Ikp) = 0 = Tr(Ok

p) pour tout
entier k ∈ N, mais Ip et Op n’ont pas le même polynôme caractéristique.
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