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L’algorithme de Waring

1. Le développement

On fixe un entier n € N* et un anneau unitaire et commutatif A. Pour tout
entier k € [1,n], on note Sy € K[Xq,...,X,] le k-iéme polynoéme symétrique
élémentaire qui est défini par

Si= Y XU
1<i1 <<ix<n
Théoréme : Soit P € A[Xy,...,X,] un polynéme symétrique. Il existe un

unique polynome Q € A[X1,...,X,] tel que P = Q(S1,...,5n).

DEMONSTRATION :
1) Pour lexistence de @, on décrit I’algorithme de Waring. On munit ’ensemble
des monomes de A[X1, ..., X,] de la relation d’ordre suivante

aXP oo X o px L X
avec (a,b) € (A*)? si et seulement si il existe r € [1,n] tel que

ViE[[l,?“—l]], ]ﬁ:& et ereT.

De plus, si M7, Ms, N1 et No sont des monoémes unitaires, on a

My =Ny et My> Ny = M{Ny > MNy = MyNs. (*)

2) Si P € A[Xj,...,X,] est un polyndéme non nul, on note m(P) le plus grand
mondme de P pour 'ordre ». Comme les polynémes symétriques élémentaires
sont unitaires, on a avec la propriété (x) pour tout (¢1,...,¢,) € N* que

m(S{t - Sty = m(S{h) - m(Skr)

= XX X0)2 (X X)L (X

X))t

3) Si P € A[Xy,...,X,] est un polynéme symétrique et non nul, alors en
notant m(P) = aX¥ ... XM onak; > ky > --- > k,. En effet, si on avait
I'inégalité k; < k; pour (4,7) € [1,n] avec i > j, alors on pourrait construire
un monome de P strictement plus grand avec la transposition (i j).
4) Avec les notations introduites, on peut donner l’algorithme de Waring. On se
donne un polynéme symétrique P € A[X1,..., X,] non nul (sinon c’est trivial).
En notant m(P) = aX fl -+« Xknon peut définir d’apres le point précédent

Py =P —aSpRghemhs gk e AlXy, ... X
D’apres le second point, P; est la différence de deux polynémes admettant le
méme plus grand monoéme pour 'ordre >. On a deux cas.

e Si P, =0, on a montré le résultat.
e Sinon on a m(P;) < m(P) et on réutilise I’algorithme avec P;.

On est certain que I'algorithme s’arréte car il n’y a qu’un nombre fini de mo-
noémes unitaires M € A[X1,...,X,] vérifiant M < m(P).

5) Pour démontrer 1'unicité, il suffit de montrer que si Q € A[X7, ..., X,] est
non nul, alors Q(S1,...,S,) #0. Si M = aX{€1 - Xk A[X4,..., X,] est un

mondme, alors on a

m(M(Sy,...,S,)) = aXFitthn xhetothn . xkn

En particulier, si M et N sont deux monomes distincts de @), alors les n-uplet
des exposants de m(M (Si,...,5,)) et de m(N(Si,...,Sy)) ne sont pas égaux.
On en déduit qu’il existe un unique monéme M de ) donnant I’élément maxi-
mal pour 'ordre > dans Q(S1,...,Sy), donc Q(S1,...,S,) # 0 (car I’élément
maximal de Q(S1, . .., S,) ne peut pas se simplifier en développant formellement
le polynome Q(S1,...,Sy)). O

Références : e Chapitre 3, Partie 3.1 de [Esc97].
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2. Remarques sur le développement

On fixe un entier n € N* et un anneau unitaire et commutatif A. Rappelons
simplement qu’un polynéme P € A[X7,..., X,] est symétrique si

Vo € &, P(Xa(l),...,XU(n)):P(Xl,...,Xn).

3. Un exemple d’application de I’algorithme
On applique l'algorithme pour décomposer le polynéme symétrique
P=X*+Y34+ 272 cZ[X,Y, Z].

Les polynémes symétriques élémentaires de Z[X,Y, Z] sont
S1=X+Y+Z, So=XY+XZ+YZ S3=XYZ

Le plus haut terme de P pour > est X3. On applique 1’algorithme

Pi=P-8}=-3(X*Y + X*Z+ XY*+ XZ*+YZ*+YZ* - 6XYZ.
Le plus haut terme de P; pour = est X2Y. On applique 'algorithme
Py =P +355 =3XYZ.
Le plus haut terme de P, pour = est XY Z. On applique I'algorithme
P3=P—-353=0.
On conclut finalement que I'on a la décomposition

P = S? — 35159 + 385.

4. Les polynomes de Newton

On fixe un entier n € N avec n > 2 et un anneau unitaire et commutatif A.
On désigne par Si,...,S, € K[X1,...,X,] les polynémes symétriques élémen-
taires. On définit également Sy = 1 et les polynémes de Newton par

VdeN, Ng=> Xi.
k=1

Les polyndémes de Newton sont symétriques, donc on peut les exprimer avec les
polynémes symétriques élémentaires d’apres le théoreme du développement. Le
théoreme donne des relations explicites.

On a les relations suivantes.
(i) Pour tout entier d € [1,n — 1], on a

Théoréme :

d—1
Z(—l)kSkNd_k + (—1)dd5d =0.
k=0

(ii) Pour tout d € N avec d > n, on a

n

S (RSN = .
k=0

DEMONSTRATION :

1) On introduit le polynéme
P=(T-X1)(T—Xp) =) ST""eK[X1,...,X, Tl
k=0

Si d € N avec d > n, alors en multipliant la relation ci-dessus par 79", puis
en substituant 7" par X; pour i € [1,n], on obtient

vie[l,n], > SXF=o.
k=0

On obtient (i7) en sommant cette derniere relation pour i € [1,n].
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2) En posant la division euclidienne de P par T'— X; pour ¢ € [1,n], on a

P=(T-X,) rzl (iH

)d_kSkX,Ldk> Tn—l—c[| )
d=0 \k=0

Finalement, en injectant cette derniére expression dans la relation

0Py P
or —T-X;

on obtient

n—1 n—1 d

Z(n — d)SdTnflfd = Z (Z(—l)dkSkNdk> Tnilid,

d=0 d=0 \k=0
ce qui permet de conclure en identifiant les coefficients en T'. O
Corollaire : Si K un corps de caractéristique nulle, alors on a

K[S1,...,S,] = K[Ny,...,Ny,].

DEMONSTRATION :

Comme 1,2,...,n ne sont pas nuls dans K, on remarque avec le théoreme
précédent que chaque Sy pour k € [1,n[ est un polynéme en Niy,...,N,. On
conclut avec le théoreme du développement. O

Ce dernier résultat peut étre utile dans divers problemes. On a par exemple le
résultat suivant.

Proposition : Soit (A, B) € #,(K)? ot K un corps de caractéristique nulle.
Les matrices A et B ont le méme polynome caractéristique si et seulement si
VEk € [1,n],

Tr(AF) = Te(B").

DEMONSTRATION :

1) Quitte a remplacer K par un corps de décomposition de x4 - xp, on peut
supposer que x4 et xp sont scindés sur K.

2) Si x4 = xB, alors A et B ont les mémes valeurs propres Ap, ...
comptées avec multiplicité. En trigonalisant, on a

ZA’“

, An € K les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

JAp € K

Vk e [1,n], Tr(A*) = Tr(B").

3) On note Ag, ...

Par le résultat précédent, il existe P,..., P, € Q[Xq,...,X,] tels que
Vk € [[1,nﬂ, Sk:Pk(Nl,...,Nn).
Comme pour le sens direct, on a
Vk e [1,n], Ne(Ai,... A Z)\k Tr(AF).

En posant Sy = 1, on a finalement

n
= Zsk()\b'"?
k=0

)Xk L, Tr(AM) Xk,

ZPk (Tr(A

On peut donc exprimer x4 avec Tr(A¥) pour k € [1,n], d’ou le résultat. [

Attention : Le résultat précédent est faux en caractéristique fini. Par exemple,
si K est un corps de caractéristique p € N, alors Tr(I’;) =0= Tr(Ol;) pour tout
entier k € N, mais I, et O, n’ont pas le méme polynoéme caractéristique.
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